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Για ποιο λόγο, όλοι τελικά οι αριθμοί, είναι απειροψήφιοι. 


Γιάννης Π. Πλατάρος 
Μαδηματικός 


Εισαγωγή: Κατ΄ αρχήν, πρέπει να γίνει κατανοητό, ὀτι τελικά όλοι οι αριθμοί είναι απειροψήφιοι , κόντρα 
στην κοινή καθηµερινή αντίληψη ότι έχουµε πεπερασµένου πλήθους ψηφίων αριθμούς και μάλιστα 
αυτοί είναι Και απείρου πλήθους αφού λ.χ. το σύνολο των Φυσικών ΝΞ(Ι.2.32.4.5.6.7.58.....} ἔχει 
άπειρους στο πλήθος µονοψήφιους. Επομένως ο τίτλος της παρούσης εργασίας εἶναι ψευδής είτε 
παραπλανητικός; 


Το εξετάζουμε: 


ο Οι φυσικοί ρητοί και γενικότερα οι ακέραιοι γράφονται όλοι µε απειροψήφια µορφή, αφού λ.χ. 
1Ξ0/999999....., 21,9999999999...... , 23Ξ2999999...... Κ.Ο.Κ. 

9 Όι ρητοί δεκαδικοί που τερµατίζονται, γράφονται και αυτοί µε άπειρα Ψηφία, αφού λ.χ. 
1,2451,239299999.... 3/4956/Ξ3,4566999999....... 

9 ΌΟι ρητοί που δεν είναι δεκαδικοί είναι περιοδικοί µε περίοδο διαφορετική απὀ το 9 (που είναι η 
προηγούµενη κατηγορία) και αυτοί είναι πρωταρχικά απειροψήφιοι, περιοδικοί αριθµοίἰ. 

ο Οι ἀάρρητοι που είναι κι αυτοί απειροψήφιοι µη περιοδικοί 
Σχηµατικά: 


Πραγματικοί Αριθμοί Ν 
Ακέραιοι 2 


(Υποκλάση των Ρητὠν) 
Μετατρέπονται σε 
απειροψήφιους µε περίοδο το 9 


Δεκαδικοί τερματιζόµενοι 
(Υποκλάση των Ρητών) 
Μετατρέπονται σε 
απειροψήφιους µε περίοδο το 


9) Είναι της µορφή “ μες () 
) νν ης µορφής Άρρητοι Ν 

Ὄνιαμ αν 4 ΕΝ καιµετο | Έχουν απὀ την φύση τους απειροψήφια 
Κλάσμα ανάγωγο. µη περιοδική µορφή 
Δεκαδικοί περιοδικοί 

(Υποκλάση Ρητὠν) 

Έχουν πρωτογενώς 

απειροψήφια µορφή µε 

οποιαδήποτε περίοδο πλην του 

9 . Είναι οποιοδήποτε ανάγωγο 

κλάσμα που γράφεται 

διαφορετικά από την 

προηγούµενη µορφή. 
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Με τις παραπάνω εξηγήσεις αποδείξαµε ὁτι όλοι οι αριθμοί, έχουν απειροψήφια παράσταση και 
επομένως Ο τίτλος της παρούσας εργασίας εἶναι σωστός. Ωστόσο, πάλι ο τίτλος μοιάζει 
«δημοσιογραφικός» δηλαδή υπερβολικός,. Εξακολουθούν να υπάρχουν άπειροι στο πλήθος 
αριθμοί µε πεπερασμένη παράσταση στο δεκαδικὀ σύστημα αρίθµησης. Απλώς εμείς 
υπενθυµίσαμµε, ότι μπορούν να μετατραπούν όλοι σε απειροψήφιους, µε µη τετριμµένη περίοδο 
το Ο. Η ἐκφραση «όλοι τελικἀ» τι νόηµα ἐχει; (Το «Για ποιο λὀγο...» δεν τον έχουµε ακόµα 
διαπραγµατευθε() 

Χρησιμοποιούμε τις προτάσεις: 

(Α) «Το σύνολο των ρητων εἶναι αριθµήσιµο και το σύνολο των αρρήτων υπεραριθμµήσιμο» 

Η παραπάνω πρόταση, έχει συνέπειες πρακτικές: 

9 Οι άρρητοι εἰναι «πιο ἀπειροι» απότους ρητούς. 

9 Ἠ έκφραση ἁπιο ἀπειροι» εἶναι κυριολεκτική, καθώς οι ρητοί έχουν την ισχύ του 
αριθµήσιµου απείρου ὃὲ (Άλεφ μηδέν) και οι άρρητοι την ισχύ του ὃι και ισχύει 
κ. 

9 ΤΟ σύνολο των αρρήτων, δεν µπορεί να µπει σε 1-1 και επί αντιστοιχία µε το σύνολο των 
ρητών. Αν δεχθούμε τι αυτό εἶναι εφικτὀ, μπορούμε να καταλήξουμε σε ἁἀτοπο 


(«Διαγώνιο επιχείρηµα» του (αηίογ) 
ο Το να συγκρίνεις το ὃό/με το δι, (Ἀλεφ μηδέν µε Άλεφ ένα) είναι οιονεί σύγκριση 


πεπερασµένου µε δὲ. Αυτό το «οιονεῦ) µπορεί να υποστηριχθεί μαθηματικά, αν κάνουμε 


νοητικά πειράµατα τύχης µε πεπερασμένα σύνολα και µε απειροσύνολα. 

Α) Για παράδειγµα: Λαμβάνω στιγμιότυπο, ,απ΄ ό,τι έχει γραφεί στο διαδίκτυο. Όλες τις 
πληροφορίες. Είναι µια τεράστια σειρά απὀ οκτάδες απὀ τα ψηφία 0 και 1. Τα κείµενα, οι 
Φωτογραφίες, οι ήχοι, τα βίντεο, τα κινούμενα γραφικά, όλα έχουν την κωδικοποίηση 0 και 
1. Χαλάω και τις οκτάδες και Φτιάχνω µε απίστευτα µεγάλη «σούπα» απὀ 0 και 1. 
Πεπερασμένη, αλλά εκφραζόµενη µε έναν επίσης απίστευτο αριθµό Ψηφίων απὀ 0 και 1. 
Αν αρχίσω να βγάζω διαδοχικά και εντελὼὠς τυχαία τα 0 και 1 και να τα βάζω σε οκτάδες, η 
πιθανότητα να ξαναφτιάξω τα ίδιο στιγμιότυπο διαδικτύου, είναι πολύ µικρή μεν, θετικἠ 
δε. Το ενδεχόμενο είναι απολύτως εφικτόὀ και µετά απὀ δοκιμές που θα γίνουν σε 
πεπερασμένο Χρόνο, Θα το Φτιάξω τελικἀ, µε σχεδὀν απόλυτη σιγουριά, εντὀς 
πεπερασµένου χρόνου και απόλυτη εντός απείρου χρόνου. Οσοδήποτε γρήγορος και να 
είμαι στις δοκιμές επαναφοράς της σωστής διάταξης του διαδικτύου, η πιθανότητα να το 
επιτύχω την πρώτη δοκιμαστική φορά είναι α-1/(2--α!), όπου α ο αριθµός των οκτάδων 
(ογίες) Αν ο χρὀνος αυτός εἶναι απίστευτα μικρός, ας πούμε ὁσο ο χρόνος ἵ που κάνει το 
φώς να διαπεράσει τον μικρότερο πυρήνα της Φύσης, αυτόν του Η2΄, τότε η πιθανότητα να 


ΞΗ υπερθολή γενικώς δεωρείται ότι είναι στοιχείο συστατικό της Δημοσιογραφίας. Για παράδειγµα θλέπετε στον 
σύνδεσμο την γνωμη ενός εµπείρου δημοσιογράφου, ενώ η γνώµη του ὃεν εἶναι µόνο προσωπική. Σε µια εργασία 
όµως που διεκδικεί τον τίτλο «επιστημονική» έστω και εκλαϊκευτική, δεν έχει ὑέση, εκτὀς ίσως απὀ την περίπτωση 
όπου καὺίσταται αντιληπτή απὀ όλους ανεξαιρέτως και δια µιας. Ωτῖρ://ννιννιν.ργεςςριθ/ίςα.αι/υπερθολική-δόσ 


΄Οπυρή 


νας ενός ατόμου έχει µέση διάµετρο 10 ηπιΞ10 10 ΠΙΞ10Ο: πις10” Κπι. Αν το φως τρέχει µε 3:10 Κπι/σες, τότε για να 


διασχίσει έναν πυρήνα θέλει χρόνο ἴξς/ν Ξ(10”Κπι)/ (3-10 Κπι/ςες)Ξ0,3333...10”565- 3.107 «66. Επομένως σε 1.000.000.00Ο 


χιλιετίες 


Ξ10΄έτηΞ10”:235 ηµέρεςΞ10”-235-24ώρεςΞ10’-235:24:60 λεπτάΞ10”-235-24ώρες-10:’-235:24-60:60ς5ες3:10 5εο. 


Επομένως, προλαβαίνουµε να πραγµατοποιήσουµε (3:10; «6ς)/( 3:10”9ες)Ξ 10” δοκιμές. Δηλ. Τα 10 έτη δίνουν 10 δοκιμές 


κ.ο.κ. 10 


12.000.000.000.000. 1 ο ο αροριας 
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µην έχει πραγµατοποιηθεί η επανασύσταση του διαδικτύου σε χρὀνο 1.000.000Ο.00ΟΟ 





..Ἱ 103 . ὼ. 
χιλιετιών (:- 10: έτη) είναι ασ" ρα” ο 1.1. 1 Σ η (Ἠ) 


Κανονικά δεν γνωρίζουμε το α, ἀρα δεν μπορούμε να αποφανθούµε. Μπορούμε να του 
δώσουμε µια υπερεκτίμηση. Κάθε κάτοικος του Πλανήτη, έχει χρησιμοποιήσει 1.000 
ΤαΓαυγίος δεδοµένων στο διαδίκτυο, ήτοι 7.000.000.0Ο0ΟΟ κάτοικοι πλανήτη ΓηΧ10Ο/: 
Ὀγίας/κάτοικο -7Χ10΄ 'Ργίες-α. 


49 
1 
Άρα το διώνυµμο πιθανότητας (3) γίνεται πο Την αριθμητική αυτή 


παράσταση, δεν µπορεί να την υπολογίσει το ΜαϊΠπεπιαϊϊσα 10 , διότι µαζί µε τους 
διψήφιους εκθέτες του 10 έχουμε και το παραγοντικὀ (1) τα ο οποίο σύμβολο του 
παραγοντικού, επελέγη για την ἐκπληξη που προκαλεί την φανταζόµαστε ὡως εξής : Στην 
παρένθεση υπάρχει ένας απειροελάχιστα μικρότερος αριθµός απὀ την µονάδα, όµως σε 
µια τεράστια δύναμη, το 43 . Γνωρίζουμε ότι α-»0., µε Ο«α«1. Σε µια ισοδύναμη 
διατύπωση, αυτό μεταφράζεται ότι «για καταλλήλως και «επαρκώς µεγάλο» Φυσικό ν, 
μπορούμε να πλησιάσουμε την πιθανότητα όσο θέλουμε κοντά στο 0. Δηλαδή, υπάρχει 
πεπερασμένος χρόνος, ὀπου λ.χ. η πιθανότητα να µην έχει αναπαραχθεί το διαδίκτυο να 
είναι σχεδὀν απίθανη. Μόνο σε άπειρο επιτελεσµένο χρόνο {:Ξενεργεία άπειρο) έχω 
βεβαιότητα. Δεν θα αποφύγουμε τελικά την Φιλοσοφική αβεβαιότητα, διότι πάντα υπάρχει 
πιθανότητα έστω και σχεδόν µηδενική να µην έχει ανασυσταθεί σε ὀποιο χρόνο επιλέγω 
κάθε φορά οσοδήποτε µεγάλο και να τον επιλέξω κάθε συγκεκριμένη Φορά. 

Από αυτό το παράδειγµα κρατάμε ότι για οποιοδήποτε απίῦδανο µε τα ανὺὐρώπινα κριτήρια 
ενδεχόμενο ὁπως το να επανασυσταῦὺεί τυχαία το διαδἰκτυο απὀ µια τεράστια σοὐπα µεο 
και Ί που περιέχει «μόνο» 2Χ7ΧΙΟ΄ ψηφία απὀ 0 και 1 Και μάλιστα 0 και 1 µε 
ιδιοταυτότητα το κἀὺδε ἑνα, δηλ. να πάνε τα αυὑεντικά 0 και 1 στην αρχική ὑέση που ήταν 
πριν αποδοµήσουµε το διαδίκτυο σε σούπα µε 0 και 1, εἶναι ὑδετική Και ὀσο ὕελουμε κοντά 
στο 1 (Ξθεθαιότητα) αρκεί να έχουμε επαρκώς κατἀλληλα μεγάλο χρὀνο. 

Β) Ας πάρουμε τον αριθµό των κόκκων άµµου που χωράει το Σύμπαν αν δεν υπήρχαν τα 
τεράστια κενά που υπάρχουν (Σύμπαν εννοούμε μέχρι εκεί που έχει Φθάσει το Φως, απὀ 
την στιγµή της Μεγάλης ἐκρηξης. Το νούμερο χωράει στο χαρτί και γράφεται µε λίγα 
ψηφία. Είναι της τάξης του 10’. Αν χαρτογραφήσω αυτή την άμμο συνδέοντας όλους τους 
κόκκους της µε µια νοητή κλωστή σαν κομπολόι Φτιάχνοντας ένα Συµπαντικὀ κομπολοι. 
Αυτό το κομπολόι καταγράφει έναν αριθµό απὀ τον πρωτο κὀκκο άµµου, ὠςτον τελευταίο. 
[ο τελευταίος δεν μένει σταθερός, καθως το σύμπαν επεκτείνεται ακτινικά-σφαιρικά, µε 
ταχύτητα φωτός . Παίρνουμε ένα στιγμιότυπο) Έτσι, κάθε κόκκος χαρακτηρίζεται απὀ έναν 
αριθµό που είναι και η συντεταγµένη του στο Κομπολόι σταθερού σχήµατος νήματος. Αν 
ανακατέψω και πάλι νοητά ατἠή της σούπα άµµου και µετά εξαγάγω ένα προς ένα κόκκους 
και τους βάζω στο κομπολόι ξεκινώντας απὀ την αρχή, η πιθανότητα να ξαναμπούν ὁλοι οι 
κόκκοι στην σωστή θέση, είναι ϱ-1/(105!) Η πιθανότητα να το πετύχω αυτό 1.000 φορές 
σερί Και να µπουν οι κόκκοι της άµµου χίλιες φορές στην σωστή τους θέση κάνοντας το 
πείραμα µόνο 1.000 φορές, είναι α- 1/[(10/:0)]5-. Φυσικά δεν υπάρχει άνθρωπος που 
µπορεί να Φανταστεί πὀσο κοντά στο 0 είναι ο προηγούμενος αριθµός που µε τόση 
αναπαραστατική λιτότητα γράψαμε ἡ (όπερ το αυτό) πὀσο μεγάλος είναι ο παρανοµαστής 
αυτού του κλάσματος. Και Φυσικά, μπορούμε να γράψουμε πολύ-πολύ μεγαλύτερους. 
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Από τα προηγούυμενα κρατάμε τι για ἑνα «πραγματικά απίθανο» ενδεχόμενο (Ένα 
θἀάλουμε τους κόκκους άμμου που χωράνε στο Σύμπαν στην ἴδια Ῥεση 1.000 φορες σερἰ, 
αφού πρωτα τους ανακατώσουμµε καλά!) η πιδανότητα α, είναι µεγαλύτερη του μηδενός. 

Η Πιθανότητα όµως να βγάλω απὀ το σύνολο των Φυσικών αριθμών Ν έναν αριθµό απὀ 
το 1 έωςτο 10’, είναιθ͵, όπως προκύπτει από το µέτρο της πιθανότητας που είναι η 


4 
1064 . 


’ ο / / / / / . Ι / 
ρΞξ{πι----Ξ0 . Η Πιθανότητα να βγάλω ζυγό Φυσικό εἶναι αξ ΠπιΞ-Ξ---. Η πιθανότητα 
νωο γ πο Ἡν 2 
να βγάλω τέλειο τετράγωνο (είναι άπειρα τα τέλεια τετράγωνα) εἶναι [ΞξΗπι-----Ξ-0 , 
Υ--»οο γ 


ὀπου [...] η συνάρτηση ακέραιο µέρος . Η διαισθητική κατανόηση του αποτελέσματος 
βοηθιέται απὀ το γεγονὀς, ότι «υπάρχουν οσοδήποτε μεγάλα διαστήματα διαδοχικὠν 
φυσικών, όπου κανείς δεν είναι πρώτος.» Αυτό Φαίνεται από την ταυτότητα (ν--1)΄-ν΄Ξ2ν-ε1 
ο Για παράδειγµα ανάµεσα στον 1.000.001” και στον 1.000.000΄ υπάρχουν 2.000.001 
διαδοχικοί Φυσικοί, ὀπου κανείς δεν εἶναι τέλειο τετράγωνο. Ανάλογο αποτέλεσμα - 
συμπέρασμα ισχύει και για τους πρὠτους αριθμούς που κι αυτοί είναι άπειροι και η 
πιθανότητα εξαγωγής πρὠτου απὀ τους Φυσικούς είναι Ο, ενώ και στους Φυσικούς, 
υπάρχουν οσοδήποτε μεγάλα διαστήματα διαδοχικών Φυσικών, ὀπου κανείς τους δεν 
είναι πρὠτος. (Βλέπε ΕΔΩ και εδώ ) Το πραγματικά εντυπωσιακό που καλείται να 
κατανοήσει ο αναγνώστης είναι το ἴδιο το αποτέλεσµα: Πιθανότητα εξαγωγής τελείου 
τετραγώνου απὀτους Φυσικούς ίση µε 0Ο, ενώ οι Φυσικοί µε τα τέλεια τετράγωνα τίθενται 
σε 1-1 και επί απεικόνιση όπως Φαίνεται απὀ το σχήµαν«»ν΄ (Δηλ. κάθε νεΝ 
αντιστοιχίζεται στο ν΄ στους Τετράγωνους και κάθε ν΄ στους Τετράγωνους 
αντιστοιχίζεται στο ν . Έτσι έχουµε το 1-1 και επί της αντιστοίχισης , όµως η πιθανότητα 
εξαγωγής τετράγωνου απότους Φυσικούς, είναι 0 ακριβώς. Η θεώρηση της δυνατότητας Ί- 
1 αντιστοίχισης των συνόλων, υποδηλοί, ότι τα δύο άπειρα σύνολα είναι ισοπληθικά της 
πρὠτης τάξεως του απείρου, του ἀλεφ μηδέν (Ξ5ὲ ) όπως παριστάνουµε την ισχύ του 
αριθµήσιµου απείρου του συνόλου των Φυσικών Ν. 

Αν επιχειρήσουµε να βρούμε την πιθανότητα εξαγωγής ρητού (στο ὢ) αριθμού απὀ το 


μ() 


μί 
είναι η «συνάρτηση μέτρο» που μπορούμε νατην φανταστούμε ως την έννοια ενός µήκους 


σύνολο των Πραγματικὠν Ὦ θα χρειαστεί να υπολογιστεί ο λόγος ὀπου το μµ[...) 





/ ’ ’ / ’ / ’ 0 ’ 
του συνολου. Σὐμφωνα µε την Θεωρία µετρου, εἶναι ο λογος ἰσος µε --Ξ0 . Στο ἰδιο 
οὉ 


αποτέλεσµα που εἶναι εντυπωσιακότερο, καταλήγω, αν υπολογίσω την πιθανότητα 
µέρητοί στο|θ,1]} ϱο 


εξαγωγής ρητού απὀ το σύνολο-διάστημµα [0,11Έχω 2 
μϐ.1|) ] 


Εδὠ βεβαίωςτο ϱ καιτο Ἰ δεντίθενται σε 1-1 αντιστοιχία. 


Συνοψίζουµε, επεκτείνουµε και παραθέτουμε µπερισσότερα δεδοµένα και 
αποτελέσµατα: 

9 Έχωτην ευθεία των Πραγματικὠν αριθμών. Πάνω της υπάρχουν- απεικονίζονται, ρητοί και 
ἀρρητοι. Η ονοματοδοσία-παράσταση των αριθμών, µπορεί να γίνε σύμφωνα µε 
οποιοδήποτε σύστημα αρίθµησης. 
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9 Οι ακέραιοι απεικονίζονται µε περατούµενη παράσταση. 
ο Από τους Ρητούς, απεικονίζονται µε περατούµενη παράσταση µόνο η απειροελάχιστη 





Κλάση ρητὠν της µορφής ον προκειµενου για το δεκαδικὀ συστημα αρίθµησης και 


ὀπου το κλάσμα ανάγωγο . Αν εἶχα δωδεκαδικὀ σύστημα αρίθµησης, µε περατούμενη 





παράσταση θα παριστάνοντο οι αριθμοί της κλάσης των ρητών της µορφής Δηλαδή, 


23’ 
ο παρονοµαστής εἶναι οι διαφορετικοί πρὠτοι που προκύπτουν απὀ την ανάλυση της 
βάσης του συστήµατος αρίθµησης σε γινόμενο πρὠτων. 
ο Κάθε ρητός , µπορεί να έχει περατούµενη ἠή περιοδική µορφή ανάλογα στο σύστημα 
αρίθµησης που έχει γραφεί για παράδειγµα: 


1 1 
Β --( 9232323233232323232323223 ο ὢ ο τὸ μονο” 1) Ξ0, 1η” 
Βάση]0 σης 


9 Ἠ Πιθανότητα εξαγωγής Ρητού απὀτους Πραγματικούς, είναι Ο. 
9 Αν εισάγω στους πραγματικούς Ἰ, άπειρα διακριτά αριθµήσιµα αντίγραφα των Ρητὠν, 


δηλαδή αν εισάγω το σύνολο Χ-{)9, και επιχειρήσω να εξαγάγω ένα αριθµό, η 
1Ξ1 


πιθανότητα να εξαγάγω ρητὸὀ, είναι πἀλι....Οἱ 

9 Η απειρία των Ρητὠν ϐὉ ως προς την απειρία των Αρρήτων ὮἘ --Ω είναι όπως το 
πεπερασμένο προςτο άπειρο, δηλ. 0. 

9 ΤΟ σύνολο του (αηϊος, είναι ένα υποσύνολο του [0,1] που ἔχει «πιο άπειρα» 


(Ξπερισσότερα) στοιχεία απὀ το ἅΧ Ξ{9, 
ΙΞΙ 





ο ο οι ιο ο ο. ο 

που ορίσαµε προηγουμένως. Η κατασκευή --α χα -- --- 
" φας τ Ὠ - .. ε.α εϱ.ε αε ε.ε ενα α.ϱ. εαη. 

του, ορίζεται ως εξής: ξεκινά απο ἕνα ΠΠ πΗ ΠΠ πΗ ΠΠ πΗ ΠΠ πΗ 


ευθύγραμμο τµήµα  «-διάστημα. Το Ὁ' "' .”.. ω... μωάὁ 

χωρίζουµε σε 3 ἴσα τµήµατα και αφαιρούμε το μεσαίο. στα δύο εναποµένοντα, 
εφαρμόζουμε τον ἰδιο κανόνα κ.ο.κ. επ άπειρον. Στο πρὠτο βήµα έχουµε 2 τµήµατα µε 
µήκος 1/3 έκαστο, στο δεύτερο 2΄ µε µήκος (1/3) έκαστο, επαγωγικά στο ν-οστό βήμα 2’ 
τµήµατα µε µήκος (1/3)’ έκαστον.. Επ’ άπειρον όπου και ορίζεται το Σύνολο (48ΠΙοΟΓ, έχουµε 
συνολικό µήκος (2/3) -»0. Δηλ. Το µήκος του Συνόλου (8ΠΙΟΓ, είναι Ο. Το µέτρο του είναι 
0, ἡ συμβολικά µ(Ο) Ξ0 .. Μπορεί να αποδειχθεί και υπεραριθµήσιµο. Δηλ. ότι δεν τίθεται 
σε 1-1 αντιστοιχία µετο ΑΝ , διότι έχει παραπάνω στοιχεία απὀ αυτό . Παραπάνω ακόµα 


και απὀ το απίστευτα µεγάλο Χ- 9, .Η ιδέα της απὀδειξης είναι εὐκολη και βασίζεται 
ΙΞΙ 


στο γνωστό διαγώνιο επιχείρηµα του (αΠΙοΓ. Για να γίνει κατανοητή η απὀδειξη, πρέπει να 
αποκρυπτογραφηθεί η κατασκευἠ του συνόλου (αηῖΐογ, ως εξής: Φανταζόμαστε, ότι στο 
αρχικό σύνολο [0,1] μετράμε όλους τους αριθμούς στο τριαδικὀ σύστηµα αρίθµησης. Το 
τριαδικὀ σύστημα, χρησιμοποιεί τα ψηφία 0,1,και 2 . Όταν στο πρὠτο βήμα πετάω το 
μεσαίο τµήµα, στην ουσία, πετάω όλους ὀσουςτο δεύτερο ψηφίο τους είναι 2. Στο δεύτερο 
βήμα , πετάω όλους όσους έχουν ως δεύτερο δεκαδικό το 2. Τους έχοντες µορφή 0,α2... 
ὀπου αξθή 1 διότι την τιµή 2 την έχω ήδη αποκλείσει. Στην πραγματικότητα, το σύνολο 
(αΠἴοΓ, ορίζεται και µε τον ισοδύναμο τρόπο... ὀτι το {6 είναι το σύνολο των πραγματικών 
αριθμών στο [0,1], ὀπου η τριαδική τους αναπαράσταση δεν περιέχεται το ψηφίο 2. Με 
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αυτή την κατασκευή ο (αΠΙοΟΓ, έφτιαξε το σύνολο (5Ξ{ χ: χξ 0,αιαζα-αμ...ν... µε το ἱ να 
διατρέχειτο και αι ε {0,1ἩἨ 

Ο (ΔΠίΓΟΓ, χρησιμοποίησε την εις άτοπον απαγωγή. Υπέθεσε ὀτιτο ϱ τίθεται σε 1-1 και επί 
αντιστοιχία µε το 3 και κατέληξε σε ἀτοπο. Να δούμε πως: Υπέθεσε ὁτι υπάρχει το 
παρακάτω σχήμα, ὀπου τα στοιχεία του 6, ὀντως αντιστοιχίζονται µε τα στοιχείατου σε 
1-1 και επί αντιστοίχιση. 


0, αιιαι2α13α14 α15αιςα1ι7α1ᾳ α17α110...1/ν.... ς»1 


0, α2ι 423424 2542602728 ἀ29210...2ν.... ς-2 


0, 931432 34 ἀ35α2ρΡα3738...ἀ3ν.... ς-3 






0, αλιαδ2αι» 11 αλςαλςαλ7αλς ἀλ1οαΛ10...ἀ4ν.... ς-.4 

0, αςιας2 ας ασια αξδραςσ7αςσ εαςσοαςσ10...ἄδν.... ς- 5 
0, αριαρ2αρ: αρα αςσς αρξς αραρααροαρ1ο...ρν.... ς-»6 
0, ασια72αγαασι ασςοσρα α78αποα7ι0...ἀ7ν.... ς- 7 
0, αειαβ2αβ-α84 αβ5αβσαρ7 8 


αβοαξβ10...ἄβν.... ς-8 


ο, 
ες 


ς-ὸν 


κ... 
πο, 


Όλατα παραπάνω αμ είναι όλα 0 ή 1. Είπε ο (απῖογ: Σχηµατίζω έναν αριθµό ως εξής: 
Κοιτάω στον πίνακα το πρὠτο ψηφίο του πρὠτου αριθμού µετά την υποδιαστολή. Το αι. 
Αυτό θα είναι 0 ἠ1. Αν είναι 0 γράφω 1, αν εἶναι 1, γράφω ο. 


0, 0,ανιανλαν5 ανα αν5ανεαν7ᾶνε ἄνο ανιο... 


Βλέπωτι είναιτο αι Καιλαμβάνωτο «συμπληρωματικό»του αιι 
Πάω στο δεύτερο στοιχείο, βλέπωτο α22 Και σχηµατίζωτο α., 
Πάω στοτρίτο στοιχείο, βλέπω το αἲξ και σχηµατίζωτο α.. 


Πάω στοτέταρτο στοιχείο, βλέπωτο αμκαι σχηµατίζωτο αι, 


Σχηµατίζωτον αριθµό: 
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υ αμα ανα ανν 

Ο παραπάνω αριθµός ανήκει εκ ορισμού στο {, διότιτα ψΨηφίατου είναι 0 ή 1. 

Ο παραπάνω αριθµός εἶναι διαφορετικὀς απὀ όλους τους αριθμούς του πίνακα, διότι 
διαφέρει σε ἑνα τουλάχιστον ψηφίο απὀ έκαστο εξ αυτών εκ κατασκευής. 

Άτοποί” 

Βρήκαμε ψηφίο που δεν εχει αντίστοιχο στο Ν . Άρα το { δεν τίθεται σε 1-1 και επί 
αντιστοιχία µετο 3Ν, καθώς έχει παραπάνω στοιχεία. 


Επί µέρους συμπέρασμα απὀτο Σύνολο (απῖο:: 


Είναι ένα γνήσιο υποσύνολοτου [0,1], μηδενικού μήκους, που όμως ἐχει παραπάνω 


στοιχεία απὀτο Χ-Ξ 9, ,ἐτσι ὀπωςτο έχουµε ορίσει. 
ΙΞΙ 


ο ΤΟ σύνολο Ὁ εἶναι ένα σύνολο τοπολογικὠς «πυκνό» . Αυτό μεταφράζεται στο ότι μεταξύ 


οιωνδήποτε δύο στοιχείων του, που εἶναι διαφορετικά και οσοδήποτε κοντά, υπάρχει ένα 


| 1 12 | ) 
γνησίως ενδιάµεσο τρίτο. Για παράδειγµα: Μεταξύ του τι και τη Φαίνεται εκ πρὠτης ὀψεως να 


| | .. | 110 120 
µην χωρά ενδιαµεσως ἀλλο κλάσμα -ρητός . Όμως αν τα δούµε ως - καί τη που και αυτά 


είναι ισοδύναμα (Ξίσα) κλάσματα µε τα αρχικά Φαίνεται να χωράνε άλλα 9 ενδιάµεσα κλάσματα 
10 111 112 119 120 
σσ «---«----.. ---«-- 
170. 170 170 170. 170 
πολλαπλασιασμένα στους ὀρους τους χωράνε ἀλλα 9 κ.ο.κ. επ άπειρον, όσα θέλουμε. Τελικά, 
μεταξύ δύο ρητών, υπάρχουν άπειροι άλλοι ρητοί. 


Και μεταξύ αυτων αν τα θεωρήσουμε ως ΧΛ0Ο 


ο Το σύνολο των δεκαδικών , που είναι µια ελάχιστη υποκλάση των Ρητων, είναι κι αυτό πυκνό. Δηλ. 
πρακτικἀ ανάµεσα στο 2,345 και στο 2,346 μπορούμε να παρεµβάλουµε όσους δεκαδικούς 
θέλουμε. Για παράδειγµα, αν τους δούµε ως 2,345000 και 2,346000 προσθέτοντας 3 μηδενικά 
στον καθένα όπως έχουµε µάθει ήδη απὀ το Δημοτικό, τὀτε μπορούμε να προσθέσουμε άλλους 
999 με αὐξουσα σειρά, όπως Φαίνεται εδ: 
2.345 «2.345001 «2.345002 «2.345003«...« 2.32459000 «2.346. 

Για να δούµε καλύτερα την ελάχιστη κλάση των δεκαδικών ρητὠν, την οποία χρησιμοποιούμε 
καθημερινά µε αποτέλεσµα να αναπτύσσουµε λανθασμένη ιδέα για το πλήθος τους και την 
σηµασίατους. Δεκαδικοί λοιπόν, εἶναι µόνο οι ανήκοντες στην κλάση 


Α ’ ’ / [/ [/ / [/ 
- (1) µετοκλάσμα ανάγωγο και νι και ν2 στο Ν και µόνον αυτοί. Όλοι οι υπόλοιποι εἶναι η 
κα μ 2 


Κλάση που δίνει µη περατούµενα πηλίκα διαιρέσεων. Πιο συγκεκριµένα: 


΄ Στην βιβλιογραφία, συχνά η παραπάνω απόδειξη είναι καταχωρισµένη µετην ἐκφραση «Διαγώνιο επιχείρηµα του (δηῖοι» 
και όχι µε την πιο Φυσιολογική ἐκφραση «απόδειξη του (απίοΓ» Αυτό έχειτην εξἠγησήτου, καθώς αμφισβητήθηκε η ίδια η 
απὀδειξη απὀ διάφορα μαθηματικά ρεύματα και Σχολές που αμφισβητούν το «αξίωμα της επιλογής» του οποίου κάνει άµεση 
βασική κύρια χρήση ο (απίογ. Τιλέειτο «αξίωμα της επιλογής;» Χωρίς Φορμαλισμό, σε εξωµαθηµατική διατύπωση, λέει ότι 
αν έχω άπειρους αριθµήσιµους αμµόλοφους όπου έχει άπειρους κόκκους άµµου ο κάθε ένας, τότε μπορώ να πάρω έναν 
κόκκο απὀ κάθε έναν αμµόλοφο. (Αυτό έκανε ο (δηῖοι) (Η δε φυσική εκλαϊκευτική προσομοίωση του αξιώματος ανήκει στην 
Καθηγήτρια του ΕΚΠΑ κα Βασιλική Φαρμάκη.) 
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|.) 

κ ο να ώ πω ν -- 
µετά δεν µπορεί να είναι όλοι οι εκθέτες ταυτόχρονα µηδενικοί. Αν σκεφθούμε, ότι έκαστος 
ακέραιος αναλύεται κατά μοναδικό τρόπο σε γινόμενο πρὠτων, Φαίνεται προφανής η μηδενική 
πιθανότητα του να βρω περατούμµενη διαίρεση διαιρώντας δύο τυχαίους Φυσικούς. Το ότι 
καθημερινώς κάνουμε δεκάδες περατούµενες διαιρέσεις, οι οποίες περατώνονται (εκτὸς απὀ την 
στρογγυλοποιήσεις στα μηχανάκια) απὀ το ότι χρησιμοποιούμε για Ιστορικούς πολιτισμικούς και 
σίγουρα βιολογικούς λόγους το δεκαδικό σύστημα (έχουµε 1410 δάκτυλα) 372 4 34 εἶναι ορισμένα 
καθημερινά κλάσματα δεκαδικά που ο κειµενογράφος γράφει σε σωστό µέγεθος µε αυτόματη 
προσαρμογή. 


(2) µετο κλάσμα ανάγωγο, ῥρ πρὠτοςτανιστο Ν, και απὀτον» και 


Η Συµπαντική Ανθυφαίρεση, τα Συνεχή κλάσματα, ο Ευκλείδειος αλγόριθμος και το ρητόν ή άρρητον 
ενός πραγματικού αριθμού. 


Ὡς «συνεχές απλὀ κλάσμα» ορίζεται µια ] 


παράσταση της παρακάτω µορφής, η οποία φ --- ] -|- 
προκύπτει απὀ τον κλασικό Ευκλείδειο αλγόριθμο. 


Έχωτον ρητό αριθµό ο | . 
403 13 








Εκτελὠ Ευκλείδεια Διαίρεση και έχω: [4 





19245 126 
ο... -- 3 - -------- 1μζᾶαςσνη, Τμπο]. ΟΠ 
4405 4032 


Συνεχίζω την διαίρεση κατά την παρακάτω έννοια: 














1945 11986 ας κ. ἱ ᾱ- |. 
403 403 4603 131 Ι 
... ο. - νεο 
136 Ι36 136 
131 
Ξ- ο -- . Ξ ο η Ξ Ὁ-- -- 
ο) ον -..- 1. 405 Τα πρὠτα ψηφία από τα άπειρα, µη περιοδικά 
[5 ..υ 1. ἱ Ψηφίατουπ 
131 131 1 
.. ο 
. . 


Λόγω του µπολυπλόκου της τελικής παράστασης ἐέχουμε 


13945 συμφωνήσει να γράφουμε: 
νηπν [2:2.1.26]-- ανθφ[12345.403] 
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Αν εκτελέσω τον αναλυτικό λεπτομερή ο Ίππασος μάλλον ανεκάλυψε την 
ο[ο]ο)ϱἨ{ϱΠο «οἱ ΜΓο]οζαἳ «ο Κο)[ομΥζλή{ο] 


αλγόριθμο εύρεσης ΜΚΔ μεταξύ δύο αριθμών, 
(ο γζολή{[ (ο) ΕΕ ΛΤΑΓο ΜΥ ζΕλΥζο) ΕΕ Γοἷζο 


έχω το σχήµα: 
13943Ξ3Χ403 136 
403- 2Χχ12611351 
136- 1Χ13115 
151- 260Χ51 


Από τις κόκκινες επισημάνσεις , Φαίνεται η 
σχέση μεταξύ συνεχούς απλού κλάσματος, 


ανθυφαιρέσεως και Ευκλειδείου αλγορίθμου Με τα άπειρα όµοια και όµοια ισοσκελή τρίγωνα που υπάρχουν 
για την εύρεση ΜΙΚΔ δύο αριθ μών. στο σχήμα, συμβολίζοντας με ὃ διαγώνιο και α πλευρά, βλέπουμε 
ότι στο πρὠτο µεγάλο πεντάγωνο, το α στο ὃ χωράει 1 φορά και 
περισσεύει δ1 «α. Το δ1 στοα, χωρά 1 φορά και περισσεύει α1«δ1. 
Φθάνουμε έτσι στο πρώτο εσωτερικό πεντάγωνο απότα άπειρα, 
σηµαντικοτατες προτασεις: όπου καλούμαστε να συνεχίσουμε την διαίρεση όπου διαιρέτης 
είναι πλέον η πλευρά του πρὠτου εσωτερικού πενταγώνου και 
1) Όλοι οι ρητοί αριθμοί, ἔχουν διαιρετέος η διαγώνιός του. (δ/α-δ1/α1 λόγω ομοιότητας) Συνεπώς 
; . είμαστε βέβαιοι, ότι το αποτέλεσµα µετις µονάδες για πηλίκο, θα 
περατούµενη ανθυφαίρεση. κ ο ο πο πα 
συνεχίζεται περιοδικά επ΄ άπειρον. 

2) Όλοι οι άρρητοι αριθμοί έχουν άπειρη 
ανθυφαίρεση. 

Ειδικά μάλιστα, οι τετραγωνικοί ἀάρρητοι, δηλ. όλοι ὁσοι εἶναι ρίζες τριωνύµου µε ακεραίους 
συντελεστές (κλάση απὀ αλγεβρικούς)και µόνον αυτοί, έχουν περιοδική ανθυφαίρεση. 
Οι µη τετραγωνικοί άρρητοι έχουν µη περιοδική άπειρη ανθυφαίρεση. 

3) Δύο ίδια ανθυφαιρετικά αναπτύγµατα αντιστοιχούν στον ἴδιο και μοναδικό ρητό. Αντιστρόφως, 
ένας ρητός εκφράζεται κατά δύο τρόπους α) για ακέραιο α, δύο τρόποι [α]ξ[α-1,1] β) Για µη 
ακέραιο, έχω [αρ,αι,...αν,ανιι]Ξ[ αο,αι,...ἀν,αν.ι,-1,1 ] Οπότε αν απαιτήσουμε τα τελευταία στοιχεία 
να µην είναι ἁἆσσοι, έχω μοναδικότητα αναπτύγµατος οποιουδήποτε πραγματικού. Ας µην 
ξεχνάμε, ότι και η δεκαδική ανάπτυξη ενὀς 
ρητού, δεν εἶναι μοναδική Υπενθυμίζουµε 
λ.χ. το 0,999999999.......Ξ1 ὁπως και 
2,9250000000000....Ξ2,/32499999999......... 

4) Καά τα ἁἀλλα, αναλογικά ισχύουν 
ανισότητες του τύπου 
[1.23,4,5]2[1,2/3,3,17] κτλ όπως και µε 
τους δεκαδικούς. 

9) Στην ἀάπειρη ανθυφαίρεση ({δηλ. σε 
παραστάσεις αρρήτων) έχουμε 
μοναδικότητα του αναπτύγµατος. 





Στην ανθυφαίρεση έχουµε ῄτις εξής 
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ϐ) Χαρακτηρίζουμε την ανθυφαίρεση «ως 
«Συμµπαντική», διότι είναι µια παράσταση 
των αριθμών, ανεξάρτητη απὀ τα 
συστήµατα αρίθµησης. Οι ἀάνθρωποι 
ανέπτυξαν το δεκαδικὀ σύστημα γιατί 
απλώς έχουν 10 δάκτυλα, το δυαδικό διότι 
εξυπηρετούσε τον σχεδιασμό λογικὠν 
κυκλωμάτων µέσω της Άλγεβρας Βοοἱς και 
οἱ τριδάκτυλοι Αριανοί όπως τοὺς Καιένα κλασικό παράδειγµα εισαγωγής αντιπαιδαγωγικής 


παριστάνει το Χόλυγουντ μάλλον θα παρουσίασης αποτελέσματος, όπου αποκρύπτουµε ότι 
έχουν το...εξαδικό! Ανεξαρτήτως λοιπόν γνωρίζουμε την ανάλυση και Φτιάχνουµε την σύνθεση 
παρουσιάζοντας µια «μαγική διαδικασία» που αναφέρεται 
σε «διάνοιες υψηλού επιπέδου», ὦστε ο μαθητής να 
Πλατωνικής Σχολής ({Ξ: Τα Μαθηματικά τροµοκρατείται σκοπίµως είτε µε αμέλεια, περί τα 


ανέκαθεν προὐπάρχουν στον κόσμο των Μαθηματικά. Το γράφουμε για το παρεμπίπτον μέρος του 
θέµατος, πλην απολύτως ουσιαστικό γιατην επαγγελματική 


) μας υπόσταση και ως λειτουργών. Δεν πρέπει επ΄ ουδενί να 
της Αριστοτελικής (Ξ:Τα Μαθηματικά τα παρουσιάζονται τα µαθηµατικά αποτελέσµατα ὡς προϊόν 


κατασκευάζουµε, εφευρίσκουµε) εἶναι «μαγείας» όπως κάνουν είτε οι πολύ καλοί 

σίγουρο, ότι η ανθυφαίρεση εἶναι ταχυδακτυλουργοί είτε οι κάκιστοι Μαθηματικοἰ. 

υπεράνω και ανεξάρτητη απὀ συνήθεις 

μαθηματικές παραδοχές των ανθρώπων. Πιθανόν , γι αυτό έδωσαν µεγάλη σηµασία στην 
ανθυφαίρεση οι Αρχαίοι Έλληνες, ὀπου ακόµα και ο Πλάτων, µη Μαθηματικός ων, χρησιμοποιεί 
ανθυφαιρετικές σχέσεις στα κείμενά του και στην δοµή του λόγου του, η οποία µπορεί και να 
περικλείει (και μάλλον περικλείει) κάποια κωδικοποίηση η οποία µπορεί να έχει και µη προφανή 





αν κάποιος µαθηµατικὀς είναι της 


ιδεών και απλώς τα ανακαλύπτουμε) είτε 





εμβάθυνση’ 
Παραδείγματα: 
[1 11,1, 1 1,1 1,1, 1,1, 1,1....... -φ- ον -Ανθφ[ -- 1] 


Ανθφ[ 2 ,1]- [12,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,......|- 2 


Επομένως ισχύειτο σχήµα.: 

Πεπερασμένη ανθυφαίρεση ΞΡρητός 

Άπειρη ανθυφαίρεση ΞΑρρητος 

Στα παραπάνω, Φαίνεται ακόµα και διαισθητικά το «απειροπλάσιον» των αρρήτων έναντι των 
ρητών 

Με αυτή την θεώρηση, η πιθανότητα να επιλέξει κάποιος ρητό απὀ τους πραγματικούς είναι ἑνα 
κλάσμα της µορφής. 


το μέγιστος Έλληνας καθηγητής του Απειροστικού Λογισμού, Ανάλυσης Πραγματικὠν Αριθµών κτλ ομότιμος πλέον του ΕΚΠΑ 
κ. Στυλιανός Νεγρεπόντης τα τελευταία χρόνια ασχολείται πέραν των πολλών άλλων και µετην Ιστορία των Αρχαίων 
Ελληνικών Μαθηματικών, όπου έχει βρει σηµαντικά αποτελέσµατα γύρω απὀτο όλον θέµα «Ανθυφαίρεση» στον Πλάτωνα και 
ὀχι µόνον, που δεν έχουν ακόµα δημοσιευθεί, αλλά µέροςτους αναδεικνύεται είτε απὀ πρόχειρες σημειώσεις των 
Μεταπτυχιακών Φοιτητών του Μαθηματικού Τµήµατος που τον έχουν παρακολουθήσει ή καιτον έχουν ακούσει προφορικώὠς 
να αναπτύσσει (τύχη αγαθή κι ο συντάκτης του παρόντος) είτε Και πάρα πολύ καλών εργασιών, ολοκληρωμένων, που έχουν 
εκπονήσει Μεταπτυχιακοί Φοιτητές, ὀπωςλ.χ. ο κ. Σωκράτης Ντριάνκος εδώ 


ΙΤ ΠΟΤΟ ΓΟΙΗ 
2015 


ΓΙΑ ΠΟΙΟ ΛΟΓΟ, ΟΛΟΙ ΤΕΛΙΚΑ ΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ, ΕΙΝΑΙ ΑΠΕΙΡΟΨΗΦΙΟΙ. 





: πλήθος ανθυφαιρέσαιῶων μµε]στοιχείο Γπ.ανθφ.µε2σ.τ... 
Γ Όλες οιανθυφαιρέσεις Γ 
πλήθοει(Ανόφίνι]-- Ανόφίνιιν, | Ανόφίνι,ν.,. νι] ΓΕ... Ανόφίνιι νο, νι νι... )} 
Πλήθος (ιΑνόφ]νι.ν.,,ν.,ν........ 1} 
ολα 1 κ 
ὃδο Εδο Εδδ «-δδ ε. δ  δισι ἄο δ 


- - 1 
ο νὰ όρο δρ ο δρ 








Το κλάσμα (1), ἐχει προκύψει µε κάποιον γενικώς επιρρεπή σε λάθη λογισμό, αφού όταν κάνεις 
πράξεις µε άπειρα μεγέθη, υπάρχουν παγίδες, στις οποίες έχουν ιστορικὠς πέσει Και πραγματικά 
µέγιστοι εκτων Μαθηματικών . Εδώ όμως γνωρίζουμε, τι κάνει 0. Η Μαθηματική επιστημονική 
προσέγγιση, γίνεται µόνο µέσω θεωρίας Μέτρου. Στην πραγματικότητα, ο αριθµητής, έχει το 
πλήθος των μονοσυνόλων του Ν , συν το πλήθος των διατεταγµένων ζευγὠν του ΑΝ, συν το 
πλήθος των διατεταγµένων τριάδων του Ἠ κ.ο.κ. όμως, για πεπερασμένο πλήθος ν-άδων, ενω οι 
τιµές που µπορεί να πάρει κάθε ν εἶναι στο πλήθος Άλεφ μηδέν (δὲ, ) Επίσης µπορεί να αποδειχθεί 
ότι καιτο ΙΝ’ είναι αριθµήσιµο και επαγωγικά΄ καιτο Ν΄ νὙνεαεΝλΝ. 

Άρα ο αριθµητικήςτου (1) ἐχει τελικά ισχύ ὃν,. 

Για τον παρονομαστή έχουµε δὲ" 2 ο οεεδν» δὲ. Άρατο κλάσμα (1) ισούται µε 0. 

Τελικά συμπεράσματα: 

Η τελική, διαπίστωση για το ότι όλοι τελικά οι αριθμοί είναι απειροψήφιοι έχει καταστεί σαφής: 

Α) Οι Δεκαδικοί ρητοί που εἶναι οι μοναδικοί τερματιζόµενη στο δεκαδικὀ σύστημα εἶναι 
ελάχιστοι, ουσιαστικά «ανύπαρκτοι» µπροστά στο πλήθος των Ρητὠν . Αν διαλέξουµε ένα ρητό 
απὀ τους ρητούς στην τύχη, η πιθανότητα να επιλέξουμε δεκαδικὀ είναι 0. 

Β) Και οι τερματιζόὀµενοι γράφονται µε απειροψήφια µορφή. Λ.χ. 2,342/339999... 

Γ) Η πιθανότητα να επιλέξουμε ρητὀ απότους πραγματικούς είναι 0. 

Δ) Οι Ρητοἰ έχουν άπειρο πλήθος ὃὲῃτο ἆλεφ μηδέν, το άπειρο των αριθµήσιμων συνόλων. Οι 
πραγματικοί Ἰξ έχουν πλήθος ὃν 

Το γιατί όµως συμβαίνει αυτό, ως διαισθητική διαπίστωση, όχι ὡς απόδειξη, εδράζεται στα 
παρακάτω (που όμως παρουσιάζονται προηγουμένως) 

ο ΤΟ υπεραριθμµμήσιμο που αντιπροσωπεύει την ισχὐ των Αρρήτων ὃν {, εἶναι πολύ 
μεγαλύτερο απὀ την ισχύ των Ρητώὠν ὃς, 

ο Το υπεραριθµήσιμο είναι «πολύ µεγαλύτερο» από το αριθμήσιμο. (89, -2"" » δὲ) Το εάν 
υπάρχει ενδιάµεση τάξη απείρου, δεν το ξέρουμε, ο (αΠΙΟΓ, ισχυρίστηκε πως ὀχι, αυτό 
όµως είναι γνωστό ως «υπόθεση του συνεχούς». 

ο Το υπεραριθµήσιµο έχει σχέση µετο αριθμήσιμο όὀπωςτο πεπερασμένο µε το άπειρο. 

Κι όπως µετο πεπερασμένο δεν μπορούμε να περιγράψουμε το άπειρο (το ολοκληρωμένο, 
ὀχι το «δυνάμει») Φαίνεται, πως κατά τον ἴδιο τρὀπο αποτυγχάνει το αριθµήσιµο να 
περιγράψει το υπεραριθµήσιµο. 


Περιεκτικές σημειώσεις επἰτου θέματος, βρίσκουμε στην σύντομη εργασία του κ. Μιχάλη Κολουντζάκη εδώ 
δ Αείζει τον κόπο ο αναγνώστης να διαβάσει το άρθρο του κ. Στάθη Λειβαδά στην ηλεκτρονική έκδοση του 
«Βήματος» εδώ 


ΙΤ ΠΟΤΟ ΓΟΙΗ 
2015 


ΠΑ ΠΟΙΟ ΛΟΓΟ, ΟΛΟΙ ΤΕΛΙΚΑ ΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ, ΕΙΝΑΙ ΑΠΕΙΡΟΨΗΦΙΟΙ. 





Δικτυογραφία του ιδίου επί σχετικὠν : 


1) «Ορισμένες αποδείξεις ότι 0,99999...Ξ1 καιτο γιατίτου εκπλήσσοντος αποτελέσματος» ΕΔΩ 

2) «Μαθηματικά αντικείμενα και σχέσεις στην Υπηρεσία του Φιλοσοφικού και Μεταφυσικού 
στοχασμού» ΕΔΩ 

3) Εφαρμµοζόµενα Μαθηματικά σε ἑνα Φύλο χαρτί Α4 ΕΔΩ 

4) Η ανθυφαίρεση πλευράς και διαγωνίου κανονικού πενταγώνου και γιατί ο Φ εἶναι άρρητος 

5) τι είναι η ανθυφαίρεση, απλά και κατανοητά. Χειρόγραφες σημειώσεις. 

ϐ) Η άπειρη πολλαπλασιαστική ανθυφαιρετική διαδικασία της αρµονίας, στα σχόλια του Φιλολάου. 

7) Ανθυφαίρεση των ριζὠν των αριθμών 3, 13, 19 µετην μονάδα 


Βιβλιογραφία επί σχετικὠν: 


1) Μια περιληπτική ἀποψη -γνώμη-θέση του κ. Στυλιανού Νεγρεπόντη για την επίδραση των 
Πυθαγορείων στην διαμόρφωση του Ελληνικού Πολιτισμού 

2) Αλίκη Μπασιάκου: «Ο Πολιτικός του Πλάτωνος και η Παλινδροµική Περιοδικήτα της 
ανθυφαίρεσης των Τετραγωνικὠν Αρρήτων» 

3) βασιλική Κλεφτάκη : «Ανάλυση του 10: Βιβλίου του Ευκλείδη και τεκμηρίωση της περιοδικής 
παλινδροµικής ανθυφαίρεσης των τετραγωνικών αρρήτων» 

4) Σωτήρης Συριόπουλος : Σχόλια επἰ άρθρου του Ὀ.Β. Γοννίθί «βΒαἴίο ἰπ Ε8ΗΙΥ αιθεκ Μαϊἰπεηπιαϊίςς» 
που δημοσιεύθηκε στο ΒΙΙΙΕΤΙΝ (Ν6νν 5ογίος) ΟΕ ΤΗΕ ΑΜΕΒΙΞΑΝ ΜΑΤΗΕΜΙΑΤΙΕΑΙ 5ΟΕΙΕΤΥ 
Μο]μπ]θ 1, Νμπιοει 6, Νοναπιρει 1979 


5) Χαράλαμπου Σπυρίδη (ΕΚΠΑ) Η Πυθαγόρειος Ανθυφαίρεσις ή Ανταναίρεσις 





Τάξη Α΄Λυκείου 


άιδακτική Ενότήτας 4ιάταζή των πραγματικών 
αριόμών. 
Σχολικό βιβλίο, Μαθηματικά α “υκείου, 
Θεματικές 
Ενότητες 





Στόχοι Ενδεικτικές δραστηριότητες 


(διατιθέµενος 


χρύνος) 


Ἡρ». Διερευνούν την έννοια 
ης πυκνότητας και της 
διαδοχικότητας στα βασικά 
ποσύνολα των 
ραγµατικών αριθμών. 
Αναπαριστούν στον άξονα 
ων πραγματικών αριθμών 


(2ώρες) 


σύνολα που προσδιορίζονται 
απὀ ανισοτικές σχέσεις και 
α συμβολίζουν 
ἠσιμοποιώντας 








ο Τιατίη τετραγωνική ρίζατου 2 
είναι άρρητος; 


Προβληματίζονται σχετικά µετους 
ρόπους µετους οποίους αποδεικνύεται 
ότι ένας ισχυρισμός δεν ισχύει. 


ϱ,9ο99909999999009 


ο Ανέκδοτο: Ένας τρελός 
βλέποντας κάποιον άλλον τρελό 
να βρει την άκρη από ένα 
κουβάρι, του λέει υποτιµητικά: 


-Μην ψάχνεις να βρεις την άκρη... Την 
έχω κόψει! 


Το παραπάνω ανέκδοτο έχει εφαρμογή 

αν στο διάστηµα [0.11 κόψουµε 

(αφαιρέσουμε το δεξί του άκρο . το | 
αι πάρουμε το σύνολο {0.1}: 


ο Ία βρείτε 9 ρητούς αριθμούς 
ανάµεσα στο 1.4 και 1.2 

ο ΊΝα βρείτε ακόµα 9 ρητούς 
αριθμούς ανάµεσα στο 1.43 και 
στο 1.448 
Περιγράψτε µια τεχνική που να 
μπορώ να βρω ανάµεσα στον 1.2 
καιστον |.4 οὗ άλλους 
ρητούς δεκαδικούς 


ο Ανάμεσα στον ς και : βρείτε 





έναν ακόµη ρητό 


ο Μπορείτε να βρείτε ρητό 


3 4 
ανάµεσα σε -- και ---; 
7 . 


Προὐπάρχουσες Ι νώσεις και Ιδέες των Μαθητών: 

Ισοδύναμα κλάσματα. Πολλαπλασιάζουµε αριθμητή και παρονομαστή µε τον 
ίδιο αριθµό και το κλάσμα διατηρείται ίσο µε το αρχικό. Το αντίστροφο είναι η 
απλοποίηση. 

Όσες φορές κι αν κόψεις την άκρη από ένα κουβάρι, η άκρη θα παραμείνει 
«άκρη». 

Το σχήµα 0.999999999999.....(επ᾽ άπειρον) είναι ένα σχήµα που παριστάνει 
έναν αριθµό που πλησιάζει οσοδήποτε κοντά στο 1. αλλά «ουδέποτε» γίνεται 
ίσομε][. 


Τεχνική διάγνωσης: 
9 Ερωτήσεις και στο τέλος διήγηση του ανεκδότου| 


ο Πννοιολογικές δυσκολίες: Το άπειρο γενικώς είναι µια έννοια για την οποία η 
ὁιαισθητική προσέγγιση δίνει λανθασμένα συμπεράσματα. Ὑπό την έννοια αυτή 
, έχει επιστηµολογικά και γνωστικά εμπόδια μέγιστα, τα ἴδια που 
αντιμετώπισαν και υπέλαμπρα μαθηματικά μυαλά όπως ο Φ. Γκάους που 
έκαναν λάθος µετις διαισθητικές τους προσεγγίσεις και την «κοινή λογική» 
Και αφού έκανε λάθος /η ο Γκάους, όλοι μπορούν να κάνουν, πόσο δε μάλλον 
οι μικροί µαθητές.! «Ωστόσο, είναι προκλητική η προσπάθεια τιθάσευσης αυτή 
της έννοιας, παρ΄ όλες τις διδακτικές και επιστηµολογικές τῆς δυσκολίες. 
Διάκριση ρητών -αρρήτων , αφού και οι ρητοί δύναται να έχουν άπειρο πλήθος 
ψηφίων (περιοδικού) µιας και η ὀεκαδική έκφραση των ρητών δεν είναι 
µονοσήμµαντη αφού λ.χ. 2.35Ξ2.3499999999Ο9ΟΟ 
Το πλήθος των τερματιζόµενων διαιρέσεων («Ξδεκαδικοί τερματιζόµενοι) είναι 
μηδενικό (ο) σε σχέση µετις µη τερματιζόµενες. Καλό είναι να θυμηθούν οι 
µαθητές, ότι οι τερματιζόµενες διαιρέσεις (ομιλούµε πάντα για ρητούς) είναι 
µόνο οι τῆς µορφής: 


α ς ς 
μα ταν (1) (για ανάγῶγο κλάσμα) 
Αυτό µπορεί να εξηγηθεί στην Α΄ Λυκείου µε συγκεκριµένα παραδείγματα, όπου η 
ὀύναμη του 2 είτε του 2 στον παρονομαστή. µε χρήση ισοδυνάµων κλασμάτων, οδηγεί 
σε {ίσο κλάσμα που έχει ὡς παρονομαστή δύναμη του 10. δηλ. το αποτέλεσµα της 
διαίρεσης είναι ο ακέραιος αριθµός α, στον οποίο έχουµε βάλλει υποδιαστολή σε 
λήθος ψηφίων απὀ τα δεξιά προς τα αριστερά όσο και η δύναμη του 10. 





Στην ζωή µας καθημερινά λοιπόν χρησιμοποιούμε ρητούς ., όχι άρρητους που 
έχουν άπειρο πλήθος ψηφίων µη περιοδικό και άγνωστο σε όλους. Απ΄ αυτούς 
τους ρητούς, χρησιμοποιούμε µια ελάχιστη υποκλάση τους καθημερινά, τους 
ὀεκαδικούς τερµατιζόµενους, μηδενικού ποσοστού οσε σχέση µε τους ρητούς 
όλους. 

Πρακτικά η πιθανότητα να τερματίζεται µια τυχαία διαίρεση ακεραίου δια 
ακεραίου., είναι 0. κάτι που προκύπτει απὀ Ανώτερα μαθηματικά (Θεωρία 
Μέτρου πιθανότητες γεωμετρικές) που ὠστόσο, μπορούν να αντιληφθούν οι 
µαθητές, αν ὃουν τον τύπο (1) και για το α έχουν την γνώση των δύο 
προτάσεων του Ευκλείδους ότι α) «Κάθε ακέραιος γράφεται κατά µονοσήμµαντο 
τρόπο ως γινόμενο πρώτων» και β) οι πρὠτοι αριθμοί είναι άπειροι στο 
πλήθος. 

Το ν2 είναι μεν άρρητος (Ξ µη εκφράσιµος., µη περιγράψιµος µη λεκτέος, 
ανείπωτος, άφατος, πλην µπορεί να κατασκευασθεί µε κανόνα και διαβήτη και 
να τοποθετηθεί στον άξονα των πραγματικών. 


ο ο λέγεται μεν ότι είναι άρρητος και ότι κανένας δεν µπορεί να ξέρει το 
πλήθος των ψηφίων του. όµως εµείς μπορούμε να τον πολλαπλασιάσουµε µε 
τον εαυτό του και να βρούμε τον ακέραιο 2. Άρα είναι προσιτός, περιγράψιµος 
και ὁιαχειρίσιµος. 

Η απὀδειξη ότι δεν υπάρχει πιο μεγάλος πραγματικός (ή ρητός) κάτω απότο]|., 
είναι µεν απόδειξη µε την εις άτοπον απαγωγή (δι΄ αντιπαραδείγµατος) αλλά 
ὃεν πείθει την έντονη διαίσθησή µου. ότι αν απὀ το [0.11 «κόψω» .«αφαιρέσω» 
το | και πάρω το μαθηματικό αντικείµενο [0.1Ι) δεν θα έχω δεξί άκρο. Μοιάζει 
µε το ανέκδοτο µε τον τρελό που προσπαθούσε να πείσει τους άλλους να µην 
ψάχνουν βρουν την άκρη του νήµατος από το κουβάρι, διότι την έχει....κόψει] 


Κάθε ρητός δεκαδικός τερματιζόµενος, έχει και άλλη µία έκφραση µε άπειρα 
εννιάρια 

Μετατροπή δεκαδικού περιοδικού σε ρητή έκφραση ὡς κλάσμα. 

Μεταξύ δύο ρητών υπάρχουν τελικά όσοι ρητοί θέλουμε, απεριόριστα, δηλ. 
άπειροι. 

Εφαρμογή τῆς εις άτοπον απαγωγής δι αντιπαραδείγµατος 


Μ4εζιότήτες 


» ΎΝα μετατρέπουν οποιονδήποτε τερματιζόµενο δεκαδικό σε περιοδικό µε 
περίοδο το ϐ 
» ΎΝα μετατρέπουν δεκαδικό περιοδικό σε ρητή έκφραση κλάσματος 





» Τα μαθηματικά δεν έχουν καμία σχέση µε την λογιστική αλλά είναι κάτι πολύ 
παραπάνω ποιοτικά. 

» Η γνώση της φύσης των αριθμών έχει βάθος και τα μαθηματικά εν τέλει είναι 
γοητευτικά. 


Οριζόντιες Ικανότητες 


» Ανάπτυξη ικανότητας της αντίληψης αριθμού µέσω πολλαπλής αναπαράστασης 
(κλάσμα, δεκαδικός τερµατιζόµενος . περιοδικός ., άρρητος . άρρητος 
κατασκευαζόµενος 





Ἂρονικ 
Θέματα ή 
/ΙΔραστηριότητες Διάρκει 


Μέσα 
διδασκαλίας 


Εκπαιδευτ 
ικές 
Τεχνικές 


γνώσεων και ιδεών απαντήσεις 


Ὑπενθύμιση 

προαπαιτούμενων 

αμα Ερωτήσεις- 
ν΄ Ισοδύναμα κλάσματα ως Πίνακας 
ν. 24-2.40--2.400-- σης 

κ.ο.κ. 

Ὑποκίνηση 

ενδιαφέροντος για 

την διάταξη των 

ρητών και Ηρώτηση 

πραγματικών για το εάν 
ν΄ Διήγηση του κάποιος 

ανεκδότου και διαφωνεί. 

σύντομη ψηφοφορία 

αν είναι δυνατόν να 

συμβαίνει αλλιώς 


Άσκηση 1: Βρείτε 
έναν αριθµό που 
βρίσκεται ανάµεσα 
στους: Ἠργασία σε 

α) 2.34 και 2.36 ομαοξ νου Φύλλο 





4 µαθητών 
(Ανά 2 
θρανία) 


εργασίας 





ε) Πόσους ρητούς 
μπορούμε να βρούμε 
ανάµεσα σε δύο 
δεκαδικούς ή 
κλάσματα; 

Άσκηση Η: α)Αν 
α-«β τότε 


ακσ«β 


ϱ) Αν βάλουμε στην 
ευθεία των 
πραγματικών 
αριθμών τους α και β 
.τι θέση θα έχει το 
ατβρ. 

αν. 
Άσκηση ΠΠ]: 
Σχεδιάστε τον άξονα 
των πραγματικών και 
βάλτε τους αριθμούς 
-4.-2.-2.-1.0. --ἰ. «-2. : 
13, 4 α) Πόσες ... Φύλλο 
µονάδες απέχειτο 1 (Ανά2 ἑργασιας 
απὀτο 2; 
Β) Πόσες µονάδες 
απέχειτο | απὀότο 2: 
Γ) 1όσες µονάδες 
απέχει το 0 απὀ το 3; 
Δ) Το 2.5 απότο 2; 
Ε)το 0,5 απὀ το 0.3: 
Στ) -4 από το --4; 
74)το -4 απὀτο 0: 
Η) Το να από το 1/5; 
9) το α απότο β; 
[) Ισαπέχει το 


ατβ 
. 


Ηργασία σε 


θρανία) 


από τα α και 


Επίλυση Επίλυση Πίνακας και φύλλο 
προβλήματος: απὀ όλη  ἠΠἹεργασίας) 

Ένας βασιλιάς, βάζει . την τάξη ἹΚονστρουκτιβιστική 
το εξής πρόβλημα: που θα ροσέγγιση µε 
«Ἀαρίζω όλο το είναι διαπραγμάτευση των 
Βασίλειό µου. σε χωρισμένη πιθανών 





όποιον μπορέσει να 
μου δώσει την πιο 
µεγάλη αξία που 
είναι μικρότερη από 
ΕΕ 

Ο Βασιλιάς δεν 
τρελάθηκε ξαφνικά 
για να χαρίσει το 
Βασίλειό του στον 
πρώτο που θα του 
επέλυε το πρόβλημα! 
Ἠπομένως που 
βασίζεται; 










ομάδα θα 
ὀΐνει επί 
μέρους 
απαντήσεις 
που θα 
ὁδιαπραγµατ 
εὐονται 
μεταξύ 
τους και µε 
την 
καθοδήγησ 
η του 
διδάσκοντα 


σε οµάδες απαντήσεων των 
και η κάθε ᾿µαθητών: 





99 λεπτά του 
Ευρώ. 
Συζήτηση 
για την 
απόρριψη. 
Δεν υπάρχει 
υποδιαίρεση 
μικρότερη 
από 1 λεπτό 
του ευρώ, 
όμως το 
πρόβλημα 
λέει για 
«αξία» Και 
αξία δεν 
έχουν µόνο 
τα λεπτά. 
έχουν καιτα 
προϊόντα. 
Αν δεχθούμε 
ότι το ένα 
κιλό ζάχαρη 
κοστίζει ΙΕ, 
τότε 0006 
ζάχαρης 
κοστίζουν 
0.900ς και 
ενώ δεν 
έχουμε 
υποδιαίρεση 
κάτω από | 
λεπτό. η 
αξία 
υπάρχει. 
Και τότε 
όμως | 
κόκκος 
ζάχαρης που 
ζυγίζει πολύ 
λιγότερο απὀ 
| στ, γίνει 
μεγαλύτερη 
αξία χωρίς 


να φθάνει το 
| Κσγ, 

Αν | κόκκος 
ζάχαρης 
ξεπερνά ή 
φθάνειτο 1 
Κατ, έχουµε 
περιθώριο το 
ένα μόριο 
ζάχαρης. «ὰς 
γνωστόν, 
έχει χημικό 
τύπο 

Φ μ1 201 
και μοριακή 
μάζα 11Χ12 
Γ22Χ1 11 
ΧΙ6:-220 
Άρα τα 3320 
ο 
αποτελούντα 
ι από 
6.0233103 
(ΞΝ)µόρια 
έκαστο τῶν 
οποίων 
ζυγίζει 
22056τ/νΝ 
(Αριθµός 
Ανοφραάτο) 
δηλ. 5.310: 
” 


Το 
0.99909009... 
ΞΞ] 

Αναο 


” 


μέγιστος 
αριθµός πριν 
το 1. τότε 
α-Ι και 
σύμφωνα µε 
την ἀσκηση 
Πα) θα ίσχυε 


α-ξ-] 
α «----- «1 
2 





άτοπο. γιατί 
ο α είναι ο 
μέγιστος 
πριν το 1 και 


βρήκαμε 
«πιο...μέγισ 
το)» 





Δοκιμασία αξιολόγησης 
Τάξη Α΄ Λυκείου. Χρόνος (15) 
Διδακτικής ενότητα «Πυκνότητα ρητών και πραγματικών αριθμών») 


Άσκηση 1 


Γράψτε σε µια σειρά τους παρακάτω αριθμούς ξεκινώντας απὀ τον μικρότερο προςτον 


μεγαλύτερο: 





Άσκηση 2 
Να παρεµβάλετε ανάµεσα στους 2,5 και 2,6, εννέα άλλους δεκαδικούς. 


Να παρεμβάλλετε 99 άλλους δεκαδικούς. 


Άσκηση 3 
| ἴι ὃ , | 
Να παρεµβαλλετε ανάμεσα στα κλάσματα - Και .Β ἀλλα 99 κλάσματα. 


Νπορεί αυτό να συνεχιστεί επ΄ άπειρον; Δώστε µια εξήγηση. 


Επίτέλους να εξηγηθεί, γιατί η ένταση μειώνεται µε το τετράγωνοτης απόστασης! 
Γιάννης Π. Πλατάρος Μεσσήνη 


ΕΡΩΤΗΣΗ: 


Γιατί η ένταση ως Φυσικό μέγεθος (ένταση ήχου, ένταση φωτός, ένταση ηλεκτρομαγνητικού 
σήματος κτλ) πέφτει, μειώνεται, ελαττώνεται, µε το τετράγωνοτης απόστασης απότην 
πηγή; 


Απάντηση: 


Οιτύποι της Φυσικής είναι γεμάτοι µε παρονοµαστές που έχουν κάποια απόσταση 
στο τετράγωνο. Πώς µπορεί να διδαχθεί αυτό, να εξηγηθεί να εµπεδωθεί σε µαθητές, ὀχι 


Φοιτητές µετον καλύτερο τρόπο; Και χωρίς προχωρημένα μαθηματικά που να περιέχουν 
ολοκληρώματα ; 


Ξεκινάμε: 


γη 
Η ένταση ενὀς µεγέθους είναι η ισχύς ανά επιφάνεια { - σσ Λεει κἀτι αυτο; 


Χωρίς μοντέλο, χωρίς εικόνα δεν λέει απολύτως τίποτα. Ας επιχειρήσουµε να δούµε, γιατί 
οι Φυσικοί όρισαν ἐνα τέτοιο μέγεθος. Ας φανταστούμε µια σηµειακή (ή και µη) πηγή 
ενέργειας, η οποία εκπέμπει ενέργεια στον χώρο. (Εννοούµε µε ισοκατανοµή σε όλοτον 
χώρο, ισομερώςγια να µην πάµε σε πολύπλοκα μοντέλα ) Πὠςτο Φφανταζόµαστε; Σαν ένα 
ήλιο που εκπέµπει ακτίνες προς ὀλεςτις κατευθύνσεις του χώρου. Εκπέµπει ενέργεια στον 
χρόνο, Κάποια ενέργεια ανά χρόνο, εκπέμπεται ισχύς Ι/. Να φανταστούμε ότι 
περιβάλουμε την πηγή ισχύος µε µια σφαίρα (όχι µε οποιαδήποτε κλειστή επιφάνεια για 
να απλοποιηθεί το μοντέλο, χωρίς όµως να χάσειτην αυστηρότητάτου) Τότε απὀ κάθε 
κομμάτι τὴς επιφάνειας της σφαίρας θα εκπέμπεται µια ποσότητα ενέργειας . Αυτό το 
ποσό, δηλ. το πόση ενέργεια εκπέµπεται σε κἀποιο χρὀνο µέσα απὀτην συγκεκριμένη 
επιφάνεια, συμφωνήσαν να τολένε ένταση. 


Αν βγαίνει διπλάσια ισχύς από την ίδια επιφάνεια έχω διπλάσια ένταση, αν 
βγαίνει η ίδια ισχύς σε διπλάσια επιφάνεια έχω µίσασματης έντασης. Συμπίπτει περίπου η 
ιδέα αυτή ακόµα Και µε την γλωσσική ετυμολογία του όρου. (Η ένταση ως φυσικό 
μἐγεῦος εἶναι µια καίριας σηµασίας µαδηματική ιδέα των Φυσικών, ὃεν είναι του Θεού 





για να εξηγηὺὐούν ευληπτότερα τα πράγματα) 


Στην διπλανή εικόνα βλέπουμε την 
σηµειακἠή πηγή ενέργειας, την νοητή σφαίρα 


και ενα αυτί εμβαδού 5. ιού 


Η ισχύς της πηγής είναι σταθερή ίση µε ΜΜ. 


Απότο αυτί, προφανώς, διέρχεται κλάσμα της 
συνολικής εκπεμπομένης ισχύοςίσο µε 





Επίτέλους να εξηγηθεί, γιατί η ένταση μειώνεται µε το τετράγωνοτης απόστασης! 
Γιάννης Π. Πλατάρος Μεσσήνη 


ὼ αυτιού 


απ 


- [ο παρονοµαστής είναιτο εμβαδόν της σφαίρας.) 


Έχουμε δηλαδή ένταση που διέρχεται απὀτο αυτί 


ὅ αυτιού 


γη 

ΥΥ 4πι΄ ο) ΄ ΥΥ γη [ /͵ /͵ ͵ / 

Π ------ -ἵ-------------ἷ-ὓ-ἃ---- (Η ισχύς, έτσι όπως ορίστηκε, σεκάθε 
5 5 4πκ΄ς 4πΙΚ΄ 


σηµείο εξαρτάται απὀ την απόσταση από την πηγή της Ενέργειας και -τελικά- ὀχι απὀ το 


αυτιού αυτιού αυτιού 


εμβαδόν όπως είναι ο πρωταρχικὸς τύπος της Εντάσεως) 


Κατανοούμε, ότι όταν πάµε σε διπλάσια απόσταση 28, τότε ο παρονοµαστής θα 
τετραπλασιαστεί και θα έχω υποτετραπλασιασμό της ισχύος. Αυτό όµως δεν εἶναι καλό 
μοντέλο κατανόησης. 


Κάνω την τελική απόπειρα: 


Αν πάω σε διπλάσια ακτίνα, η σφαίρα θα ἐχειτετραπλάσιο εμβαδὀν. Από το ΙΔΙΟ 
ΑΥΤΙ, θα διέρχεται υποτετραπλάσια ενέργεια στην µονάδα του χρόνου, αφού όση ενέργεια 


βγαίνει απὀ την µικρή σφαίρα στην µονάδα του χρόνου, η ίδια ενέργεια βγαίνει και από την 
µεγάλη σφαίρα στην µονάδα του χρόνου. 


Το πρακτικό πόρισμα είναι ότι έστω και λίγο να απομακρύνουμε το κινητό απὀ το 
αυτί µας (στην πραγματικότητα απὀ τον εγκἐφαλό µας) έχουµε µεγάλη µείωση στην 
ενέργεια που διέρχεται απὀ τον εγκἐφαλὀ µας στην µονάδα του χρὀνου. Αυτό θεωρείται 
ότι µικραίνει τον κίνδυνο, διότι µικραίνει η απορρόφηση ενέργειας απὀτον εγκέφαλο (που 
γίνεται -μέσω της αρχής υποβάθµισηςτης ενέργειας- θερµική, Και ζεσταίνεται 
κυριολεκτικἀ το κεφάλι µας) Εννοείται, ότι για να γίνει θερµική, κἀποια φΦωτόνια απὀ τα 
εκπεµπόµενα έχουν συγκρουστεί µε µόρια των κυττάρων µας στα οποία προκαλούν και 
αναπόφευκτες χημικές µεταβολές, άρα αλλοιώσεις, αυτό το ερευνούν οι Βιολόγοι) 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


Μαδηματικός-Οικονοµολόγος 


ΜΠΕ Διδακτική και Μεδοδολογία των Μαδηματικὠν 
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Σεμινάριο εξαμηνιαίας διάρκειας μαθηματικών 
Διοργάνωση: Τµήµα μαθηματικών Πανεπιστηµίου Αθηνών 





{ 
ἐ 
ἥ 
{ 


Των: Βασιλείου Ἐ, Κατωπόδη 
Ιωάννη Π. Πλατάρου 





Παρουσίαση µαθήµατος εισαγωγής στους 
ΓΕΟΩΜΕΤΡΙΚΟΥΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥΣ Γ΄ ΔΥΚΕΙΟΥ 
µε διαδικασίες επίλυσης προβλή µατος. 





Επιβλέπων καθηγητής: 
ΝΙΚΟΣ ΚΛΑΟΥΔΛΑΤΟΣ 
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Στο πιο πάνω σχήμα, οι συντεταγμένες καθενός από τα σημειούμενα σηµεία 
Ε.Ε. 6... αλλά και οιουδήποτε τυχόντος άλλου Τ(χψ) ικανοποιούν την 


Για κάθε ένα από τα σηµεία Ε.Ε.(,....Ρ και Τ εφαρμόζω την εξής διαδικασία : 
“Διπλασιάζω την τετμηµένη (:χ) αφήνοντας σταθερή την τεταγµένη (: ψ) 

Ίνα βρείτε πάνω στο σχήµα σας τα προκύπτοντα νέα σηµεία Ε΄ Ε α΄... Ρ΄με 
την προηγούµενη διαδικασία και στη συνέχεια. να ενώσετε µε ένα βέλος κάθε 
παλιό σηµείο µε το αντίστοιχο νέο. 

Τι µεταβολή μπορούμε να πούμε ότι υπέστη ο κύκλος; 


Π]οιά αλγεβρική σχέση συνδέει τις καινούργιες συντεταγμένες χ΄, Ψ᾿. µε τις 
παλιές χ. ψ.: 


Χρησιμοποιώντας τις προηγούμενες σχέσεις, να βρείτε την εξίσωση µε την 
οποία συνδέονται τα χ΄. Ψ΄, λαμβάνοντας υπ΄ όψιν την εξίσωση µε την οποία 
συνδέονται τα χ.ψ. Ποίο είναι το είδος της καμπύλης που προέκυψε από τον 
εφαρµοσθέντα μετασχηματισμό: 


ΙΕ 


Μι 
. 
ξµᾷῶᾷύλ. 























ΡΑΣΙΚΟΙ ΓΕΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΙΤΙΣΜΟΙ 
σσ σποτ νι. ιΑΞΧΗΜΙΤΙΣΜΟΙ 





ο πμ 


9 Στο παραπάνω σχήμα φαίνεται η εφαρµογή του γνωστού μας 
μετασχηματισμου Τ: "κάθε σηµείο του επιπέδου απεικονίζεται στο 
συμµετρικο του ὡς προς το άξονα χχ" 


Α) Να γράψετε τις σχέσεις που συνδέουν τις καινούργιες συντεταγμένες χ. ψ΄µετις 
παλαιές χ.ψ. 


Στη συνέχεια να τις γράψετε υπό µορφή συστήµατος και να βρείτε τον πίνακα του 


μετασχηματισμού. 


Ψ 

















ρω 


Β) Με την ίδια διαδικασία, να βρείτε τους πίνακες των μετασχηματισμών: 
ΤΙ: "Σε κάθε σηµείο του επιπέδου απεικονίζεται το συμμετρικό του Ὡς προς τον 


άξονα ψψ’. 








12: "Σε κάθε σηµείο του επιπέδου απεικονίζεται το συμμετρικό του ὡς προς την αρχή 
των αξόνων Ο(090)." 





.. 


πππππππαπαπιαιαἣΠ ια Πα η Ἡ η η μι 
ι | -- 





Τ3:"Σε κάθε σηµείο του επιπέδου απεικονίζεται το 
ευθεία ψ--χ (πρώτη διχοτόµο των αξόνων)" 





συμμετρικό του ὡς προς την 











. ΗΣΤΡΟΦΗ 





Στο παραπάνω σχήμα, το σχήμα, το σηµείο Μ(χ.Ψ) στρέφεται κατά γὠνία ϐ, µε 
Κέντρο το Ο και ακτίνα ΟΜΓΡ. 


Α) Να εκφρασθούν οι συντεταγμένες χψ συναρτήσει τῶν ρκαι φ. 
Β) Να εκφρασθούν οι συντεταγμένες χ΄ ψ συναρτήσει των ρ και φ-6. 


1} Να εκφρασθούν οι χ.ψΨ΄συναρτήσει των χ.Ψ, και ϐ. 
Α) Να βρεθείο πίνακας του μετασχηματισμού. 


5 Τια τον τυχόντα γραμμικό µετασχη ματισµό 
.α α 
ψΨ 4 ψΨ 


Βρίσκουµε τις εικόνες τῶν σημείων Α(1.0) και Β(ο. 1) των µοναδιαίων διανυσμάτων | 
και |.) 


α) Εκ του αποτελέσματος, µπορείτε να διατυπώσετε έναν μνημονικό κανόνα για τους 
πίνακες χαρακτηριστικών µετασχη µατισµών: 


Ὦ) Να εφαρµόσετε τον παραπάνῳ κανόνα για τον πίνακα της "στροφής". 





απ απ α ω απ αωα αυ Ἱλ Ἑ Ἑ ΠΓππβπσασπαπσπη η 


Ο) 


ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
ΗΡΙ ΤΕΓΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
(ΕΙΣΑΓΩΓΗ) 


ΗΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΊΟΝ ΚΑΘΗΓΗΤΗ (Ἡ διδακτική ώρα) 


Α. Ο Καθηγητής διανέμει το φύλλο εργασίας (από ένα σε κάθε μαθητή) και ζητά να 
απαντήσουν οι µαθητές στο ερώτημα 1 το οποίο συνιστά υπενθύμιση γνωστού 
(κύκλος -- εξίσωσή του). 


Β. Αφού βεβαιώθεί ότι όλοι οι µαθητές έχουν απαντήσει (αναμενόµενος χρόνος 
απάντησης 2 λεπτά, γράφει στον πίνακα τις σωστές απαντήσεις και ζητά να 
προχωρήσει όλη η τάξη στην διαπραγμάτευση του 2. Στο τελευταίο υποερώτηµα του 
2 δέχεται όλες τις εξωμαθηµατικές ορολογίες για απαντήσεις (π.χ. "' τεντώθηκε". 
τραβήχτηκε", "επιμηκήθηκε". "έγινε σαν αυγό". "παραμορφώθηκε”". "έγινε έλλειψη”) 
τις οποίες και γράφει στον πίνακα. 
ο Επισημαίνει ότιη τελευταία πιθανή απάντηση χρήζει αποδείξεως. 
9 Με την "μαιευτική μέθοδο" θέτει ερωτήσεις ώστε να αποσπασθεί ο ορισμός 
του μετασχηματισμού ὡς συνάρτηση. 
- κύκλος είναι σύνολο: 
-.. 1ονέο σχήμα είναι σύνολο: 
Κατά την διαδικασία χάθηκε κάποιο σηµείο; 
Όλα τα αρχικά σηµεία έχουν αντίστοιχο: 
- Ένα αρχικό σηµείο πόσα αντίστοιχα έχει; 
- λῶς είναι ήδη γνωστή η προηγούµενη διαδικασία: 


1 ράφει στον πίνακα τον ορισμὀ του γεωμετρικού μετασχηματισμού.που βρέθηκε µε 
την βοήθεια τῶν μαθητών. 

Επιδεικνύει το παράδειγµα µε το πλέγμα στο έδαφος. (Διαφάνεια 1) 

ΓΕ. 


5 «Ζητά από τους µαθητές την διαπραγμάτευση της 3. 
5. Ἰράφειτην τελική απάντηση στον πίνακα (έλλειψη) όπως και την εξίσωσή 
της. 


ἂν το 
Δείχνει το πώς η σχέση | | ισοδυναμεί µε 
ψΨ-- 2ψΨ 


χξ]κ-οψ {1 1ὶ ο. 1 
«» Ξ | 
ψΨΞ0.1--2ψ Ψι 10ο 211ψΨ 
ο Ορίζειτις έννοιες " γραμμµικός μετασχηματισμός ". " πίνακας γραμμικού 
μετασχηματισμού” δείχνοντας την ισοδυναμία: 


σα». ο, . 
Ψ.Ξ}Γδψ Ψψ] 1 δ]|ψ 


9 Λ. Ζητά την διαπραγμάτευση του 43 θέµατος τῶν βασικών 
γεωμετρικών μετασχηματισμών στο διανεµηθέν φυλλάδιο. 


| --.. - 


ο Ἐπιδεικνύει τους μετασχηματισμούς ενός τετραγώνου πλαισίου -- 
πλέγματος µέσω της οπτικοποίησης που παρέχουν τα διανύσματα 


Α4'όπου Α: αρχική θέση. και Α΄: τελική θέση σηµείου.(Διαφάνειες 2 
και 3) | 
Δηλαδή: Κάθε μαύρο πλέγμα έχει 25 σηµεία τα οποία µέσω του διπλανού 
πίνακα της γραμμικής απεικόνισης πηγαίνουν σε µια νέα θέση. Από κάθε 
αρχικό και τελικό σηµείο δημιουργούνται 25 διανύσματα τα οποία 
οπτικοποιούν το είδος της μεταβολής που δημιουργεί ο πίνακας στο επίπεδο. 





π σπα ας αᾳ α απ ασπσασασασσὀσ απ αι 
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Κατωπόδη 





Των Βασιλείου Ἐ Ιωάννη Π. Πλατάρου. 





|. ΗΠ ΘΕΩΡΙΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ ΓΝΩΣΗΣ ( Κονστρουκτιβισµός) 


Ἡ νεώτερη θεωρία που αφορά τις μαθησιακές διαδικασίες και ειδικά το πώς μαθαίνει κάποιος 
Ἐχει να κάνει µε «χτίσιμο της γνώσης ή την «κατασκευή της γνώσης». Αυτή, δεν 
πραγματώνεται, ούτε µε µεταφορά γνώσεων. ούτε µε µεταφορά εμπειριών, αλλά κατακτάται 
ενεργητικά απὀ τον υποκείµενο στη μάθηση. Επίσης η ίδια η γνώση καθ΄ εαυτή. δεν επιτελείται με 
την ανακάλυψή της απ΄ τον γνώστη ὡς προὐπάρχουσα, ανεξάρτητη απ΄ αυτόν. Η γνώση πλέον 
νοείται ὡς διαδικασία προσαρμογής στον κόσμο τῶν εμπειριών κατά παράλληλο και αντίστοιχο 
τρόπο µε την «κοινωνικοποίηση» η οποία νοείται ὡς η διαδικασία προσαρμογής του ατόµου στην 
κοινωνία. 

Έτσι, όπως ακριβώς η Κοινωνιολογία νοεί την «κοινωνικοποίηση» ὡς µια ενεργητική 
διαδικασία ενός ατόμου, όµοια και ο κονστρουκτιβισµός εννοεί την γνώση ὡς ενεργητικά 
αποκτούµενη, κατασκευαζόµενη. και βέβαια ο μονόδρομος γι΄ αυτή τη διαδικασία είναι η 
κατασκευή της μάθησης µέσα από διαδικασίες επίλυσης προβλημάτων. 

Αν δεχθούμε ττις προηγούμενες αρχές, είναι Φανερό ότι η έκφραση «κατανοώ την έννοια πχ. της 
απόλυτης τιμής) χάνει την απόλυτη σημασία της και το νόηµά της προσδιορίζεται απὀ την ίδια 
την χρήση της έννοιας µέσα στην ίδια την τάξη. απ΄την ίδια την μαθητική κοινότητα. η οποία 
και την «νομιμοποιεῦ µέσω της χρήσης της και της ανταλλαγής απόψεων µεταξύ τῶν μαθητών 
επ αυτής. 

Η κονστρουκτιβιστική έρευνα, έχει επηρεάσει και την διδακτική πρακτική και την κατεύθυνση 
της μαθηματικής εκπαίδευσης, αφού μελετά τις νοητικές παραστάσεις πάνω στις οποίες χτίζονται 
οι έννοιες ή και τα «νοητικά αντικείμενα» που τις παριστούν. Ἠπίσης µελετά το πώς από αυτές 
τις έννοιες, µε συνεχείς αφαιρέσεις, χτίζονται ανώτερες έννοιες, ανώτερης τάξης, µια 
διαδικασία που περιγράφεται µε τον 6ρο αναστοχαστική αφαιρετική διαδικασία (γτεῄοοίῖνε 
αὈςίταςίίοη). 

ὡς παράδειγµα επί των προηγουμένων. αναφέρουμε την έννοια «απόσταση» και την νοητική 
παράσταση της έννοιας αυτής, η οποία µπορεί να είναι π.χ. µια εικόνα ενός ευθυγράµµου τµήµατος 
(απόσταση μεταξύ δύο σημείων) ή παράσταση - εικόνα ευθυγράµµου τµή µατος καθέτου σε ευθεία 
(απόσταση σηµείου απὀ ευθεία). ὣς νοητικά αντικείμενα της προηγούμενης έννοιας µπορεί να 
εἶναι τα σύμβολα |χ| (απόλυτη τιµή του χ- απὀσταση του αριθμού χ από το Ο) |α-β] (: απόσταση 
των αριθμών α,β) ή ἀ(χιψ) (: γενίκευση της έννοιας απόσταση µε χρήση των ιδιοτήτων της 
µετρικῆς) ή ακόµα σύνδεση της έννοιας µε την έννοια της νόρμας(:ά(χψ) -- Ιχ-ψ/) ή ακόµα 
σύνδεση και μετεξέλιξη της έννοιας «απόσταση» -- «νόρμα» --«εσωτερικό γινόμενο» «τετραγωνική 
µορφή» µέσῳ τῶν ταυτοτήτων (: νοητικά αντικείμενα) 


ἀ(χψ)Τ.ΙΙχψ, ντ, 1(0-Ε(Χ.Χ) 

όπου η έννοια «απόσταση» έχει έννοια ακόµη και για χώρους όπου δεν υπάρχει εποπτεία (πχ ΕἩ 
ηΠ3) ούτε είναι δυνατόν να υπάρξει επαρκές εποπτικό μοντέλο. (π.χ. αποστάσεις στην Ὑπερβολική 
1 εωµετρία). 


2. Η ΕΝΕΡΓΗΤΙΚΗ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑ 
1 ενικά η ενεργητική διδασκαλία εστιάζεται στις παρακάτω ενέργειες του καθηγητή όπου η 
κάθε µία προὔποθέτει παραδοχή αναλόγων αντιλήψεων : Έτσι: 


Α) Η διδασκαλία εκκινεί µε ασυνήθη προβλήµατα, χωρίς να έχουν διδαχθεί πριν οι απαραίτητες 
έννοιες και οι αλγόριθμοι. 





Ι 
ιψφι 
δ ι 


9 Αυτό σηµαίνει, ότι οι µαθητές μπορούν να λύσουν προβλήματα, ας µην γνωρίζουν τα 
συνήθως θεωρούµενα εκ των προτέρων «απαραίτητα». 

Β)Το διδακτικό υλικό και η διδασκαλία, προσαρμόζονται με το περιβάλλον της τάξεως τις γνώσεις 
του καθηγητή και τα ενδιαφέροντα τῶν μαθητών. 

9 Αυτό σηµαίνει ότι τα Μαθηματικά πρέπει να διδάσκονται σε γνώριμα πλαίσια των μαθητών 
και να λαμβάνουν υπ΄ οψιν τους την γλώσσα τους, τα πολιτισμικά τους στοιχεία και την 
καθηµερινότητάτους, 


1} Η διδασκαλία γίνεται µε πολλαπλές επιλογές εκ µέρους του καθηγητή (εξατομικευμένη 
διδασκαλία . εργασία σε οµάδες, συζήτηση µε όλη την τάξη). 
9 Αυτό σηµαίνει ότι οι ατομικές διαφορές στη μάθηση απαιτούν διαφορετική οργάνωση της 
τάξης. 


Δ) Η τάξη γίνεται «μαθηματική κοινότητα) και ο δάσκαλος τῶν μαθηματικών χτίζει και αξιολογεί 
πάνω στις μεθόδους και λύσεις των μαθητών. 

5 Αυτό σηµαίνει ότι οι εικασίες που αναπτύσσονται. προωθούν και ελέγχουν την μάθηση. ο δε 
δάσκαλος είναι κάθε στιγµή δεκτικός στις προτάσεις των μαθητών. 


Ε) Η διδασκαλία γίνεται µε εστίαση και τονισμό των κεντρικών μαθηματικών εννοιών. 

9 Αυτό σηµαίνει ότιτυποποιηµένοι αλγόριθμοι και αποµονω μένες περιοχές τῶν μαθηματικών δεν 
προσφέρονται για παρουσίαση των σημαντικών ιδεών. Αντιθέτως, η ολιστική αντίληψη και 
αντιμετώπιση των μαθηματικών είναι κεντρική επιλογή της διδασκαλίας. 


Στ) Η χρήση άτυπῶων μορφών αξιολόγησης, επιδρά στις διδακτικές επιλογές, 

5 Αυτό σηµαίνει ότι η άµεση παρατήρηση του τρόπου δράσης και σκέψης των μαθητών την 
στιγµή που εργάζονται δίνει όλες τις ευκαιρίες ανάδρασης στον καθηγητή για την βελτίωση 
ή και αλλαγή του τρόπου οργάνῶσης της διδασκαλίας. 


Ζ) Οι µαθητές πρέπει να ενθαρρύνονται σε αναστοχασµό πάνω στις δραστηριότητες και στη 
μάθηση. 

ο Αυτό σηµαίνει ότι ο αναστοχασµός είναι απαραίτητο εργαλείο για να γίνει αναθεώρηση. 
καλλίτερη κατανόηση και διασύνδεση των μαθηματικών εννοιών. 






Η εισαγωγή του κεφαλαίου των γεώμετρικών μετασχηματισμών µε διαδικασίες επίλυσης 

προβλήματος, αλλά και κάθε µαθήµατος μαθηματικών γίνεται έτσι ώστε : 

ο ΜΑΘΗΤΗΣ: 

- Καλείτι να διαβάσει το πρόβλημα. να κάνει διευκρινιστικές ερωτήσεις . να σχεδιάσει 
και να αποτυπώσει τις πληροφορίες που θα του παρασχεθούν µέσω του προβλή ματος. 

-.. Καλείτι να εργασθεί μόνος ή καλύτερα καθ᾽ομάδας. 

-. Καλείται να συζητήσει την λύση του. να εικάσει. να προσπαθήσει να γενικεύσει ή και να 

αναλύσει την πορεία που έχει ακολουθήσει µέχριτην λύση . 


Να ενθαρρυνθεί σε συµµετοχή στο µάθηµα, µέσα από την «κατασκευή της γνώσης» 
ακόµα και όταν δεν έχει πλή ρη ή επαρκή μαθηματική υποδοµή. Ἠδη παρατηρείται το 
φαινόμενο της αξιοσηµείωτης συμμετοχῆς «αδύνατων» μαθητών σε διαδικασίες επίλυσης 
προβλήματος, οι οποίοι -- είναι βέβαιον -- θα αδιαφορούσαν εάν το µάθηµα είχε εισαχθεί µε 
το παραδοσιακό μοντέλο διδασκαλίας ( π.χ δασκαλοκεντρική διδασκαλία). Εξάλλου η 


πᾗἩα 


νι 





εισαγωγή βασίζεται αυστηρά σε προὔπάρχουσες γνώσεις και η νέα γνώση κτίζεται 
αποκλειστικά πάνω στις παλιές. 


Χα ενθαρρυνθεί στην δεξιότητα επίλυσης προβλημάτων, αφού ο με ιλιγγιώδεις ρυθμούς 
αναπτυσσόµενος κόσμος µας, απαιτεί διαρκή προσαρμογή του κάθε προσώπου µέσα από 
διαδικασίες επίλυσης προβλήματος στο ευρύτερο και στενότερο εργασιακό του περιβάλλον. 
Π δια βίου εκπαίδευση είναι κάτι που οἱ παρούσες κοινωνικές αντιλήψεις θεωρούν πλέον 
ὡς φυσιολογικό, πρέπον, ευκταίο και επιδιωκόµενο απ΄όλους, ενώ ήδη στις αρχές μόλις της 
δεκαετίας του ΄80 η φράση «δια βίου εκπαίδευση» ηχούσε ὡς υπερβολή τῶν διαφόρων 
φιλοσόφων -- μελλοντολόγων της εκπαίδευσης. 


Να ενθαρρυνθεί σε ομαδική εργασία. κάτι που µπορεί να γίνει π.χ. µε το τέχνασμα της 
διανομής ενός φύλλου εργασίας ανά δύο µαθητές. Είναι προφανές ότι αυτό συμβάλλει στην 
κοινωνικοποίηση του κάθε προσώπου και επίσης δρα ὡς αντίρροπος παράγοντες στην γενική 
τάση του Έλληνος να δρα κατά µόνας, αφού η εσωστρέφεια και ο εγώκεντρισµός μπορούν 
να χαρακτηρισθούν ὡς «εθνικά ελαττώματα).Παράλληλα η νέα γνώση ενσωματώνεται 
επίσημα ὡς γνώση της μαθητικής κοινότητας. 


ΟΚΔΟΗΙΓΗΤΗΣ.: 

Επωμίζεται µε την ευθύνη της προσεκτικής σχεδίασης καταστάσεων ὁοράσης. διατύπῶ- 
σης. επικοινῶωνίας επικύρωσης .απόφασης και εν τέλει θεσµοποίησης της νέας γνώσης. 
Σ αυτό το σχεδιασμό του θα πρέπει να λάβει πρόνοια να µην περιπέσει σε σχήμα κατά το 
οποίο η νέα γνώση προκύπτει «φυσιολογικά» και «αναμενόμενα» ή παράγεται µέσῳ τεχνα- 
σµάτων. 


Δεν είναι «μεταφορέας γνώσης», δεν παίζει -- επιδεικνύει το «σόλο» του ενώπιον τῶν 
μαθητών του, αλλά διευθύνει µε την µπαγκέτα του. το προς κατάκτηση γνωστικό 
αντικείµενο. 

Παρουσιάζει το πρόβλημα στην τάξη , απαντά σε διασαφητικές ερωτήσεις κατανόησης 
και οργανώνειτους µαθητές. 

Ενθαρρύνει επιβραβεύει πατοτρύνει και καθοδηγεί διακριτικά τους µαθητές, ομιλεί στον 
ελάχιστο δυνατό βαθµό και εκμαιεύει τις νέες έννοιες. 

Ενθαρρύνει την συζήτηση όλων των ιδεών που αναπτύσσονται μεταξύ των μαθητών. 
Ἐνεργοποιεί τα γνωστικά σχήματα τῶν μαθητών µέσω γενικών ή ειδικών ευρετικών, ώστε να 
μπορούν να αναγνωρίζουν πρότυπα ή µοντέλα να διατυπώνουν εικασίες, να τις 
αξιολογούν, να είναι σε θέση να καταστρώνουν ένα σχέδιο και να το εκτελούν. 

Προκαλεί τροποποίηση υπάρχοντος γενικού σχεδίου του µαθητή ἠ τον βοηθάει να 
δημιουργήσει νέο. 


Καλείται να αντιμετωπίσει τα γνωστικά ή επιστη µολογικά εμπόδια που ίσως παρουσιασθούν 
στην τάξη από τους µαθητές. 
ΊΝα υποστηρίξει κάθε προσπάθεια γενίκευσης του προβλήματος. 


Καλείται να προβάλλει στους µαθητές του την Ιδέα ότι τα μαθηματικά είναι µια ανθρώπινη 


καθηµερινή κοινωνική ὁραστηριότητα η οποία εκφράζεται µε κάποια συμβολική γλώσσα. 


ενώ είναι ένα οικοδόµηµα µε εσωτερική συνέπεια λογικά δομημένο και κοινωνικά αποδεκτό. 





Χα παρουσιάσει την µαθηµατική γνώση εν τῷ γενάσθαι και εν τω γίγνεσθαι στους µαθητές, 
καὶ Οχι φιλτραρισµένη συνθετοποιηµένη προεπεξεργασµένη, προταξινομηµένη. όπου µέσα 
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από τέτοια παρουσία (ορισμός -- θεώρημα -απόδειξη) να χάνεται η διαδικασία δημιουργίας 
τους και η εφαρµογή τους. 


Χα εθίσει τους µαθητές σε ενεργητικές μεθόδους διδασκαλίας κόντρα στο παραδοσιακό 
πρότυπο, το οποίο να επιτρέπει ανάπτυξη φαινομένων παθητικότητας και ανίας στους 
θεατές-ακροατές µαθητές. 


Να µη δίνει το κύρος στη νέα γνώση ο ίδιος ο διδάσκὠν., αλλά η ίδια η γνώση να αποκτά 
υπόσταση κύρος και ισχύ µέσα από την (καθοδηγούµενη) ανακάλυψή της απὀ την 
μαθητική κοινότητα. 





ο Μ4ΘΗΤΗΣ. 


Στην αρχή καλείται να αναγνωρίσει και να ανακαλέσει απὀ την μνήμη του την εξίσωση 
κύκλου την οποία γνωρίζει απὀ Β΄ Λυκείου.Έτσι η νέα γνώση θα κτισθεί στα θεμέλια της 
παλαιάς. 


Καλείται στην αρχή να κάνει µόνος του µία απλή γεωμετρική διαδικασία που θα τον 
εισάγει στην νέα έννοια.Η διαδικασία αυτή σταθµηµένη έτσι ώστε να είναι δυνατή απὀ το 
σύνολο τῶν μαθητών. 


Καλείται να ανακαλύψει τη σχέση που συνδέει τις νέες συντεταγμένες που ο ίδιος 
προσδιόρισε, µετις παλιές. 


Ο µαθητής που τέλειῶσε πρώτος ή όσοι τελείῶσαν πρώτοι, ενθαρρύνονται να επιδεικνύουν 
την λύση τους σε αδύνατους µαθητές στο {διο, εμπρός ἤ πίσω θρανίο, βοηθώντας τους. 


Καλείται ελεύθερα να εκφράσει εικασίες για το τι είδους µεταβολή υπέστη ο κύκλος µέσῶῷ 
της εργασίας του και να εικάσει το είδος του νέου σχήματος. 


Καλείται µε την µαιευτική μέθοδο να ανακαλύψει τον ορισμό του γραμμικού 
μετασχηματισμού ὡς «απεικόνιση» µια έννοια την οποία γνωρίζει απὀ πριν περιορισμένα. 
Έτσι καλείται να διευρύνει το αντίστοιχο γνωστικό σχήµα σύμφῶνα µε το οποίο έχει 
καταχωρίσει την ἔννοια «απεικόνιση» και «συνάρτηση». Το ίδιο ισχύει για τις 
προὐπάρχουσες έννοιες «πίνακας», «πολ/σμός πινάκων» σε σχέση µε την χρησιμότητά τους 
και το πεδίο εφαρμογών τους. Δηλ. ένας «γραμμικός μµετασχηµατισµόο παριστάνεται 
ισοδύναμα µέσω ενός «γραμμικού συστή- 

µατοο) το οποίο µε τη σειρά του ισοδυναμεί µε µία ισότητα γινομένου πινάκων µε κάποιο 
πίνακα. 

Ακόμα έχουµε σηµαντική διεύρυνση του γνωστικού σχήματος «συνάρτηση --άρτια-περιττή 
αντίστροφη .συμμετρία ὡς προς ευθεία και σηµείο» σε σχέση µε τους γραμμικούς µετασχη 
ματισμούς µέσῶ της οπτικοποίησης µε διανυσματική τεχνική που θα παρουσιαστεί στοτέλος. 
Με τον ανακαλυπτόµενο µνημµονικό κανόνα διευκολύνεται στην ανάκληση όλῶν τῶν 
πινάκων τῶν γραμμικών μετασχηματισμών. 
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ΟΚ4ΑΘΗΙΗΤΗΣ: 


Οµιλεί µόνο για να διευθύνει το µάθηµα µε φράσεις του τύπου: «διαπραγµατευτείτε το ν 
ερώτημα», «πόσοι τελειώσατε», «βοηθήστε τους διπλανούς σας», «βρήκατε όλοι αυτό) , 
«διαπραγµατευτείτετο 2 ερώτημα) κ.τ.λ. 


Επιβραβεύει λεκτικά ιδίως τους αδύνατους που διαπραγµατεύονται κάποιο ερώτημα. Ἡ 
δυσκολία τῶν ερὠτήσεωῶν και η κλιµάκωσή τους εγγυώνται, ότι οπωσδήποτε στις πρώτες θα 
απαντήσουν όλοι οι µαθητές. Όσον αφορά στην εύρεση του πίνακα τῶν γνὠστών 
γραμμικών μετασχηματισμών, αναμένεται ομαλή απόκριση απ΄ το σύνολο της κάθε τάξης. 
Αν υπάρξει δυσκολία, θα αφορά την εύρεση του πρὠτου πίνακα του πρώτου στη σειρά 
γραφικού μετασχηματισμού. 


Εκμαιεύει τον ορισμό του γεὠμετρικού μετασχηματισμού. Αμέσως µετά δείχνει την 
διαφάνεια µε το πλέγμα και την παραμόρφωσή του µετά τους σεισμούς , καθιστώντας έτσι 
τον ορισμό άµεσα εφαρµόσιµο στην ζωή µας σε ένα από τα πραγματικά προβλήµατα 
του κόσμου µας. 


Στην διδασκαλία τους της 2" ενότητας (στροφή) ίσως µπορεί να ενεργοποιήσει µια ειδική 
ευρετική στους µαθητές για τα Α) και Β) ερωτήµατα λέγοντας «θυμηθείτε τριγὠνομετρικό 
κύκλο ή ανάλυση δυνάμεως σε δύο συνιστώσες) για όσους µαθητές δεν το έχουν βρει. 
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ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ ΕΚΦΡΑΣΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΠΙΣ 
ΣΕ ΙΑΤΡΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 


Ηργασία στο εκπαιοευτικό 


λογισμικό ΕιποίοΠπ ΡτοῦῬς 


ΠΠερίλήημή: Δίνεται στους µαθητές η διαπραγμάτευση ενός 
προβλήματος στο οποίο δίδονται ορισμένα ζεύγη σημείων (εδώ 
σε πινακοποιηµένη μορφή) µε συγκεκριµένο φυσικό νόημα, 
τους ζητείται να τα παραστήσουν και να παρεµμβάλουν την 
ευθεία που τα προσεγγίζει. Επίσης να κάνουν εκτίμηση 
ανεξάρτητης και εξαρτημένης μεταβλητής σε πρόβλημα που δεν 
είναι προφανές και προκαθορισμένο αυτό, διάφορες εικασίες, 
και προβλέψεις για να αντιμετωπίσουν ορισμένα άτοπα µε τα 
οποία θα έλθουν σε επαφή. λόγω της ανεπάρκειας του 
γραμμικού προτύπου (μοντέλου ) που θα χρησιμοποιήσουν. 

Η τάξη για την οποία ενδείκνυται η δραστηριότητα είναι η Α᾿ 


λυκείου και η δραστηριότητα διαρκεί | διδακτική ώρα. 
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ΦΥΛΛΟ ΕΡΙΑΣΙΑΣ 
. /{ὐκειΟ... τιν ννν. ]αζη 4 Ἰμµήμα «νο ννν τοι 
ήμερομήγΊᾶ: ιν νεο νέων εεωεέω το 
Των 
ΟΝΟΜΑΤΕΠΟΩΝΥΜΑ 
ο... το ο -----..... 
ο πο ο ---υ-Ὑὐ-ο--ᾱἃ-ἵ--οϱὍϐὍἍὍ 


Ίο πρόβλημα που ὀΐνεται: 


Δίνεται ο παρακάτω πίνακας : 


]ΙΗνακας συστολικών πιέσεων -ηλικιών 





Πίεση 116 11171121 19290 1109551142 1147 11951 195 | 174 
(σε παπι Ηᾳϱ) 


Ο πίνακας αυτός έχει προκύψει ως εξής: Πήραμε 10 οµάδες των 


20 γυναικών ισοηλικιακές (20 εικοσιπεντάρες . 20 τριαντάρες 


20 σαραντάρες κ.ο.κ.)μετρήσαμε την συστολική πίεση κάθε 
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μέλους κάθε ομάδας ., βρήκαμε τον µέσο όρο σε κάθε ομάδα και 
τον γράψαμε στο αντίστοιχο τετραγωνίδιο. 

α) Σύμφωνα µε την παραπάνω πειραματική διαδικασία . ποια 
είναι η «ανεξάρτητη μεταβλητή» και ποια η «εξαρτημένη 
μεταβλητή». 

Για να αντιστραφούν οι μεταβλητές, δηλ. η εξαρτημένη να είναι 
ανεξάρτητη και η ανεξάρτητη εξαρτημένη. πώς θα έπρεπε κατά 
την ἀποψή σας να είχε σχεδιασθεί εξ αρχής το πείραμα των 


μετρήσεων; 


Β) Να κάνετε απεικόνιση των σημείων στο ΕιςίοΠ Ρτοῦο 
αφού προσαρμόσετε κατάλληλα την κλίμακα τῶν αξόνων. Τι 


παρατηρείτε; Συνδέστε τα σηµεία. Φαίνεται να υπάρχει ένας 
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φυσικός νόμος που να συσχετίζει την ηλικία των γυναικών µε 


την τιµή της αρτηριακής τους πίεσης; 


Γ) να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης ΥΞχ 
και στην συνέχεια µε χρήση του εργαλείου «αυξομείωση» να 
την προσαρμόσετε κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο που εσείς 
θα κρίνετε , στα δεδοµένα σας. 

Ποία είναι η εξίσωση της πιο προσαρµοσµένης ευθείας στα 
ὀεδομένα σας; 

Απάντηση: 

Δ) Γιατί κατά την γνώμη σας ὃεν κατέληξαν όλοι οι µαθητές 


στην ίδια ακριβώς εξίσωση ευθείας; 


Απάντηση: 
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Ε) για την δεδομένη εξίσωση ευθείας, να βρείτετις τιµές τῶν 
πιέσεων που αντιστοιχούν για τις ηλικίες, ϐ. 9. 10 και 12. 
Επίσης . για την παρατηρήσιµη υπαρκτή τιµή πιέσεως 210 ..να 
βρεθεί η ηλικία στην οποία αντιστοιχεί. 

Πώς σχολιάζετε αυτά τα αποτελέσµατα; 

Με ποιες προὐποθέσεις μπορούμε να πούμε τι ισχύει το 


μοντέλο µας; 


Απάντηση: 
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14Ι1ΝΩΣΊΙΚ4 ΓΜΠΗΟΗΙ4 ΠΟΥ 4Ν4ΦΕΡΟΝΊΙ4ΙΣ»ΊΟο 
δΥΗΙΚΕΚΡΙΜΕΝΟ ΗΡΟΡΙΗΜά 


1: Τα μαθηματικά ὃεν αναφέρονται σε πρακτικά προβλήµατα. 


Αναίρεσή: 


Με το προς διαπραγμάτευση πραγµατικό πρόβλημα. ο μαθητής 
αναγνωρίζει ότι οι μεταβολές πιέσεως των αρτηριών που είναι 
ένα ιατρικό --Ριολογικό φαινόμενο. µπορεί να έχει μαθηματικό 
ενδιαφέρον και να υπόκειται σε μαθηματική διαπραγμάτευση. 

2’: Οι Βιολογικοί ή Ιατρικοί νόμοι, δεν έχουν καμία σχέση µε 
τα µαθήμµατικά. 

Αναίρεση: 

Η σύνδεση του νόµου μεταβολής τῆς πίεσης τῶν αρτηριών στον 
άνθρωπο µε την έννοια της συνάρτησης µε το πρότυπο που θα 
βρει αππο το Ειποίοῃ Ῥτοῦο , τον κάνει να μεταβαίνει απὀ τον 
αλγεβρικό τρόπο σκέψης, στον συναρτησιακό καθώς και να 


διακρίνει την εξαρτημένη από την ανεξάρτητη μεταβλητή. 
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Παραστατικότερα, έχω το παρακάτω σχήμα για την αναγνώριση 
που κάνει µέσω τής επίλυσης αυτού του προβλήματος ο 
µαθητῆς: 


Μεταβολή 


Της ο κόσμος τῶν σχέσεων 






Μεταβολές 


Α ακή 
Ηλικίας ωΜλκκ., 


πιέσεως 





ο κόσμος τῶν συναρτήσεων 


ΦΥ11Ο ΙΡΙΑ4δΙ4Σ ΚάΙΟΗΙΗΙΗ 


ν΄ Ο Διδάσκων . μοιράζει το φύλλο εργασίας τῶν μαθητών, 
ένα ανά δύο µαθητές και ανά υπολογιστή. 
ν΄ Ζητά την προσεκτική ανάγνωση του προβλήματος και την 


απάντηση στο πρώὠτο ερώτημα. 
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Το συγκεκριµένο ερώτηµα αφορά την διάκριση μεταξύ 
ανεξάρτητης μεταβλητής και εξαρτημένης, καθώς αυτό είναι 
κάτι που µπορεί σε πραγματικά προβλήµατα να συγχέεται. 

Ένα διδακτικό εμπόδιο είναι η σύγχυση μεταξύ της 
«ανεξάρτητης» την οποία παρ) όλα ταύτα «ελέγχουμε» και της 
«εξαρτημένης» την οποία παρ’ όλα ταύτα ....δεν ελέγχουμε!... 

Αυτή η αντιθετικότητα της σημειολογίας των λέξεων, 
κατά την γνώµη του γράφοντος συνιστά ένα διδακτικό εμπόδιο 
το οποίο καλό είναι να διευκρινίζεται. 

Την «ανεζάρτητήη» την «ελέγχουμε» και την «καθορίζουμε» 
κατά το δοκούν µας εμείς εκ των προτέρων , αλλά την 
«εζαρτημένή» ὃεν τήν καθορίζουµε εμείς και την γνωρίζουμε 
πάντα εκ των υστέρων, ΜΕΤΑ την εκτέλεση του 
πειράµατος...... 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η νοητική κατασκευή του 
πειράµατος κατά το οποίο αντιστρέφεται ο ρόλος των 
μεταβλητών. 

Προσδοκώμενη απάντηση είναι αυτή . σύμφωνα µε την 
οποία µετρώ πιέσεις γυναικών . επιλέγω ορισμένες τιµές και 
ΕΠΕΙΤΑ εξετάζω τον µέσο όρο των ηλικιών αυτών των 
γυναικών που παρουσιάζουν την ίδια πίεση. 

Οι µαθητές λοιπόν. πρέπει να κατανοήσουν, 
ότι κάτω από ορισμένες συνθήκες που έχουν σχέση µε 
επανασχεδιασµό ενός πειράµατος μετρήσεων ο ρόλος των 


μεταβλητών µπορεί να αντιστραφεί. Ο καθηγητής µπορεί 
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να ζητήσει να του πουν την αντιστροφή των μεταβλητών 

σε ένα ἆλλο παρεµφερές πείραμα, όπου επιλέγω ηλικίες 

ανδρών και µετρώ το ύψοςτους . Προφανώς η απάντηση 

είναι ότι επιλέγω ύψη ανδρών και προσπαθώ να τα 

συσχετίσω µε την ηλικία των φορέων τους. 

ν΄ Στο β) ερώτηµα οι µαθητές αναμένεται να επιλέξουν 
την κατάλληλη προσαρμογή τῶν αξόνων , καθώς για να 
εμφανιστούν απροσκόπτως οι τιµές µας . θα πρέπει να 
γίνει προσαρμογή τις προεπιλεγµένες τιµές σε 


κατάλληλες. 







Τµέχοιση κἀϊµπκε; 
[Κιωμίς Πτι τ] 


Επιδαψές επιπέδίιἩ 










{Σ μορτεπιπωή επίπεὔα 
( Πυλικά επίπεὔυ 
(ο ααν. κλίµυκες 





υπύστυσπη πὀἑμμοτας α: υπύήστυισπη πλξνμυτας ν. 


Εικόνα 1:Για παράδειγµα. εδώ η ελάχιστη τιµή για το χ µπορεί να καθοριστεί το 25. ανώτατη 
το 100 . Για το γ κατώτατη το 100 και ανώτατη το 200 . Απόσταση πλέγματος και για το χ και για 


το γ το 20 . και επιλογή παράστασης στο καρτεσιανό επίπεδο. 
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Εικόνα 2: Μπορεί να γίνει και επιλογή αξόνων . στον οριζόντιο «Ηλικία (σε έτη)» και στον 


κατακόρυφο «πίεση (σε πιπι Ηςσ)» 
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Εριάλειοβήκη πα] 





Αριθμός τύποι Πλαίαια Τήπων και ἱστορικαύ 


Γμάιημα υμ[α κ 


ἀρμείς ΕπεξερηαΠα ἡἠποστοπῃ ΠαµαΒμμα Γράφημα 


.. 
ν 


Πλαίσια καταγραφής μετασχηματισμών 


Προβολή Γραφημάτων 





Εικόνα 3: Η περιοχή εμφάνισης της γραφικής παράστασης δίνει την δυνατότητα λειτουργίας τῶν 


παρακάτω εργαλείων : 


σσ Εργαλείο κατασκευής γρ. παράστασης 





αν 


παράστασης 


Εργαλείο μετακίνησης τής γραφικής 





Εργαλείο ελέγχου μετακίνησης γραφ. παράστασης 
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ν΄ Στο τρίτο ερώτημα, η συνάρτηση Υ -χ δεν θα φαίνεται 


καν στην περιοχή του διαγράµµατος! (σκόπιμο λάθος!) 


Αυτό θα επισημανθεί από τους µαθητές και αµέσως ο 
καθηγητής θα θέσει το ερώτηµα ποια ελαφριά τροποποίηση θα 
πρέπει να γίνει στην Υ--χ έτσι ώστε να περάσει απὀ την περιοχή 
των σηµείῶν µας. 

ος ευρετική ο καθηγητής µπορεί να επισημάνει ότι τα 

όρια τῶν τιμών και ειδικά το κατώτατο όριο γιατηνΥν., 

ὀίνειτο 100. 

Άρα µια συνάρτηση του τύπου ΥΞΧΤΙ00 φέρνει την ευθεία 
στην περιοχή τῶν σημείων. 

ο Καθηγητής µπορεί να ενθαρρύνει τους µαθητές να 
φτιάξει ο κάθε ένας την δική του προσέγγιση. 

Δεν µπορεί να φτιαχτεί η ίδια από όλους αφού το ίδιο το 
πρόβλημα εύρεσης δεν είναι σαφώς καθορισμένο και ο κάθε 
ένας βρίσκει την δική του «μετο µάτυ Αυτό φανερώνει κάπως 
πρώιμα την καθιέρωση κοινού αλγορίθµου που θα προσαρμόζει 
κάποια σηµεία στην βέλτιστη καμπύλη . σύµφωνα µε κάποιο 
κριτήριο (λ.χ. Κριτήριο των ελαχίστων τετραγώνων) 

Σε σχέση µε το ότι η ευθεία για ακραίες τιµές δίνει 
παράδοξα αποτελέσµατα, οδηγεί στο συμπέρασμα ότι ο νόμος 
ὃεν είναι γραμμµικός, ότι «περίπου» είναι γραμμικός . ότι «κατά 
τμήμα) είναι γραμμικός πράγµα που οδηγεί στην εικασία ότι 
µπορεί να είναι τµήµα καμπύλης «που µπορεί να νοιάζει µε 


ευθεία» λόγω του ότι έχει µικρή «καμπυλότητα 
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Τα προηγούμενα είναι µια καλή αφορμή για να 
συζητηθούν µέσα στην τάξη. μαζί µετους µαθητές . μεταξύ τῶν 


οµάδων και του καθηγητή. 


Μαθηματικά αντικείμενα και σχέσεις στην υπηρεσία 
του Φιλοσοφικού και Μεταφυσικού στοχασμού. 


Γιάννης Πλατάρος, Μαθηματικός, Καπετάν Κρόμπα 327, 


Τ.Κ. 242 00 ΜΕΣΣΗΝΗ , ηλ.ταχ. Ρ]αίατος(ῷ σπια1].οΟΠι 


Περίληψη: Τα Μαθηματικά αντικείμενα και οἱ σχέσεις που τα διέπουν, 
βοηθούν σε κάποιες απαντήσεις φιλοσοφικού στοχασμού. Μαθηματικά 
προσομοιώµατα. διευρύνουν τα όρια του πιθανού, του απίθανου, εφικτού 
ανέφικτου, δυνατού, αδὐύνατου. Τα Μαθηματικά, έχουν όρια στις 
απαντήσεις τους. Όμως, εξακολουθούν να αποτελούν ένα υπερ-εργαλείο για 
ὁιαπραγµάτευση σε ερωτήµατα απὀ όλες τις Επιστήμες και ιδιαιτέρως 
απὀ την Φιλοσοφία. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα φιλοσοφικού 
ενδιαφέροντος ερωτήματα που εμπεριέχουν το άπειρο, καθώς τα όποια 
πορίσματα που αναφέρονται σε αυτό και δεν είναι εὔκολα παραδεκτά απὀ 
την μάλλον πεπερασμένη ανθρώπινη φύση. Εκεί, έρχεται η Μαθηματική 
προσέγγιση στα ερωτήματα, για να αποτολµήσει κάποιες απαντήσεις, 
λιγότερο ή περισσότερο αποδεκτές. 


Εισαγωγή: Το που φθάνουν τα όρια των Μαθηματικών, εάν μπορούν να 
περιγράψουν την φύση. ποία η φύση των μαθηματικών αντικειμένων, είναι 
αντικείµενο ενασχόλησης της Φιλοσοφίας των Μαθηματικών, της 
Επιστηµολογίας τους όπως και των Σχολών ρευμάτων και τάσεων των 
Μαθηματικών, όπως οι Πλατωνιστές, οι Αριστοτελικοί, οἱ Λογικιστές, οἱ 
Φορμαλιστές και οι Ιντουσιονιστές. Η κατάρρευση της θεμελίωσης της 
θεωρίας συνόλων απὀ τον Φρέγκε (Ἠτεςς), η επαναθεµέλιωσή τους σε άλλα 
(κατά Ζερμέλο-Φράνκελ. /Ζειπιε]ο-Ε{αεηπκε]] ) αξιώματα. η αποτυχημένη 
προσπάθεια του Χίλμπερτ (ΗΗοετ) µέσω του φορμαλισμού να εξηγήσει 
όλα τα μαθηματικά, η διαψευσιµότητα και στα Μαθηματικά του Λάκατος 
(1 ακαίο5), το σύνολο όλων των συνόλων, το παράδοξο του Ράσελ (ΕΚ ιςςεΙ), 
τα θεωρήματα µη πληρότητας του Γκέντελ (άοάεΙ) . καταρρίπτουν το 
όραμα της εξήγησης τῶν πάντων µέσω των Μαθηματικών. Ωστόσο, από 
την άλλη όχθη. υπάρχει η διαπίστωση του Φυσικού Νομπελίστα Ευγένιου 
Βίγκνερ ( Ἐιφδεπο ἸΝ1σπεί) για «την αδικαιολόγητη αποτελεσματικότητα 


των Μαθηματικών στις Φυσικές Επιστήμες [1]. [2] Σε κάθε περίπτωση 
κάποια μοντέλα ισχύουν αναλογικώς µετις όποιες παραδοχές που µπορεί να 
κάνει κάποιος και κάποια άλλα ισχύουν αµέσως. Παρουσιάζουμε παρακάτω 
συγκεκριμένες μαθηματικές επεξεργασίες για συγκεκριµένα ερωτήµατα που 
εὀρεύουν στον Φιλοσοφικό και Μεταφυσικό λογισμό του ανθρώπου. Η 
επιλογή τους έγινε µε κριτήριο την ιστορικότητα, το ευρύτερο πέραν των 
Μαθηματικών ενδιαφέρον, το απρόσμενο των απαντήσεων, όπου υπάρχουν 
και κυρίως ως συμβολή στην ευρύτερη διδακτική οπτική τους ὣς 
απαραίτητο απτό υπερ-εργαλείο για τον φιλοσοφικό στοχασμό. 


Ερώτηµα 1: Αξίζει να πιστεύει κάποιος στον Θεό ή όχι; Στην Θεωρία 
λήψής Αποφάσεων, το γινόμενο Ρ,Ο, «όπου ϱΡ, είναι η πιθανότητα να 
συμβεί το ενδεχόμενο Α και Ο, το όφελος όταν συμβεί το ενδεχόμενο Α. 
ονομάζεται «Αναμενόµενο Όφελοο (Μαθηματική Ελπίδα) [3] αναλόγως 
ορίζεται και το «Αναμενύμενο Κόστος». Αν δεχθούμε ότι η πιθανότητα 
ύπαρξης Θεού είναι ϱ, 0 (έστω και ελαχιστότατη) τότε το όφελος Ο, 
από την υπόσχεση του Θεού προς τον άνθρωπο, είναι άπειρο. (Ατελεύτητος 
ζωή σε απόλυτη, διαρκή ευδαιμονία) και το αναμενόμενο όφελος απὀ το 
γινόμενο ϱ,Ο, είναι κι αυτό άπειρο, αφού πεπερασμένο επί άπειρο κάνει 
άπειρο. Σε αντιδιαστολή, το όποιο όφελος Ο ,, απὀ την µη ύπαρξη Θεού, 
οσοδήποτε µεγάλο κι αν είναι . είναι πεπερασμένο σε µια πεπερασμένη ζωή 
Και επομένως Και το αναμενόμενο όποιο όφελος (1-- 5/)Ο από την µη 
ὐπαρξη Θεού, είναι πεπερασμένο και σε σχέση µε το άπειρο, είναι μηδέν. 
Επομένως τα Μαθηματικά υποδεικνύουν αποδοχή της ύπαρξης Θεού, µέσω 
απειρίας οφέλους. Αυτό πραγματικά δεν ισχύει για κάποιον που πιστεύει 
ότι ϱ,0. Στην παγκόσμια βιβλιογραφία αυτό το αποτέλεσµα είναι πιο 
γνωστό ὡς «Το στοίχηµα του Πασκάλ» [13] και είναι αντικείµενο διαμάχης 
μεταξύ ένθεων και αθέων. Ενδεικτικό είναι, ότι η «οορβίαε, στην ακριβή 


αναζήτηση φράσης “στοίχημα του Πασκάλ" ὀΐνει 1.570 αποτελέσματα, 
µόνο στα Ελληνικά. (Σεπτέμβριος 2015) 


Ερώτηµα 2: Το άπειρο χῶὠρά ολόκληρο στο πεπερασμένο; ΗἩ πρώτη 
γρήγορη διαισθητικἠ απάντηση είναι «προφανώς ὀόχυ όμως στα 
μαθηματικά έχουµε απεικονίσεις |Ι-Ι και επί μεταξύ των συνόλων 
(α.β)και (-οο,-οοΞΞ]ῖκ . Μια απὀ τις άπειρες είναι η πασίγνώστη 


συνάρτηση σ ον -(--ο,-οο): [(α)ΞΞ εφχ και βέβαια άπειρες άλλες. 


Μια ενδιαφέρουσα απεικόνιση Ι-!Ι και επί ενός ανοικτού διαστήματος (α.β) 


σε µια ευθεία (-οο,--οο) φαίνεται µε µια γεωμετρική της αναπαράσταση στο 





λ 


Σχήµα 1: Το χ κινείται ανάµεσα στο α και 6. Είναιτο ευὺ. τµήµα αθ //{ε) Η προθολή του στο ημικύκλιο, ορίζει 
σηµείο, το οποίο µια ακτίνα το προθάλει στην ευδεία (Εε), µε εκὀνα του το ῇΧχ). Με αυτή την απεικόνιση, καδώς 
το χπλησιάζειτοα, το Πχ) απεικονίζεται οσοδήποτε µακριά. Όταν το χταυτιστεί µετο α, ἔχω παραλληλία, ὄχι 
τοµή, ρα ὀόχι εικόνα, ἆρα έχω απεικόνιση ανοικτού διαστήµατος. Ο αναγνώστης µπορεί να θρει και τον τύπο 
αυτής της απεικόνισης µε ὁμοια τρίγωνα και λίγη αναλυτική Γεωμετρία και στην περίπτωση όπου η (ε) 
εφάπτεται στο ημικύκλιο να θρει την ειδική περίπτωση µε την εφαπτομένη. 


σχήμα 1: 


Στην περίπωση της απεικόνισης ϱΓ: (--ο,οο)--»(α. 0) µε 
Ί  () - τοξδεῴγ. υλοποιείται σε επίπεδο ανάλογης Μαθηματικής 
προσομοίωσης το μεταφυσικό «Χαἴρε Θεοῦ ἀχωρήτου χώρα» (1 στάσις, 
15” οἶκος Χαιρετισμών τής Παναγίας) Στην αντίστροφη απεικόνιση {: 
(α. ϱ) -»(--.ο,-οο) υλοποιείται το ανάλογο Μαθηματικό προσομοίωµα της 
Παλαιάς Διαθήκης «ἐγώ εἶπα : ὑμεῖς θεοί ἐστέ καί υἱοί Ὑψίστου πάντες» 
(Ψαλμοί {αυίὸ Ψαλμός δ1, 1,5.) το οποίο απόσπασμα χρησιμοποιεί ο ίδιος ο Πησούς 
προς τους Φαρισαίους που τον κατηγορούν ότι ισχυρίζεται ότι είναι θεος: 
«ἀπεκρίθη αὐτοῖς ὁ Ἰησοῦς" οὐκ ἔστι γεγραμμένον ἐν τῷ νόμῳω ὑμῶν, ἐγὼ 
εἶπα, θεοί ἐστε; εἰ ἐκείνους εἶπε θεούς, πρὸς οὓς ὁ λόγος τοῦ Θεοῦ ἐγένετο, 
καὶ οὐ δύναται λυθῆναι ἡ γραφή» (Ιω. 1034-35) Συμπερασματικά, το 
άπειρο χωρά ολόκληρο στο πεπερασμένο, ενώ και το πεπερασμένο 
ουσιαστικά είναι εν δυνάμει άπειρο. Αυτό ισχύει στα Μαθηματικά. Δεύτερο 
συμπέρασμα, ότι «Πιθανόν, αναλογικῶς, να ισχύει και αλλού.) 


Ερώτηµα 3. Ὑπάρχουν όπειρα αντικείμενα που είναι πεπερασμένα; Το 
πιο προσιτό. ὡς έννοια, «άπειρο - πεπερασμένο) είναι το ανοικτό σύνολο 
(α,β). το οποίο δεν έχει αρχή ούτε τέλος . όμως έχει μήκος πεπερασμένο, 
σύμφωνα µε την κοινή μετρική 1. Δεν είναι ὁηλ. το μοντέλο της ευθείας 
που είναι ένα άπειρο μαθηματικό αντικείµενο, αλλά και το ανοικτό 
ευθύγραμμα τµήµα. Ο όρος «άπειρον» εννοεί το «μη έχον πέρας» και 
καλώς περιγράφει και τα ανοικτά σύνολα γενικώς. Φυσικά έχουµε και άλλα 
αντικείμενα µε ενδιαφέρουσες μαθηματικές ιδιότητες, που είναι αρκετά 
πέραν της Φυσικής εμπειρίας παρ΄ότι όλα τα μαθηματικά αντικείμενα είναι 
ιδεατά προϊόντα γενίκευσης και αφαίρεσης. Έχουμε λοιπόν την νιφάδα του 
Κοχ (Κος) που έχει πεπερασμένο εμβαδόν, άπειρη περίμετρο. το μήκος 
της καμπύλης ανάµεσα σε οποιαδήποτε δύο σηµεία τῆς είναι άπειρο, έχει 
ὁιάσταση 


κ 


Σχήµα 2 Η νιφάδα του Κοεῇ σχηματίζεται από ένα αρχικό ισόπλευρο τρίγωνο, όπου σε κάθε πλευρά του 
αφαιρείται το μεσαίο Ι/3 και προστίθενται άλλες δύο ισοµήκεις πλευρές ισοπλεύρου και αυτό 
ἐπ άπειρον. 


ανάµεσα στο 1 και στο 2, είναι δηλαδή μορφοκλασματικό αντικείµενο. 





Σχήµα 3: 4ιαδοχικά βήματα κατασκευής τριγώνου οἱεγρίµ5.: Από το αρχικό μαύρο τρίγωνο «πετάμθ) 
το κεντρικό Ι/4, μένουν τρία άλλα μαύρα και συνεχίζουμε το Ιδιο σε κάθε ένα που απομένει επ άπειρον 


Το τρίγὠῶνο του ῥΖαϊρπίνσκι 





(ΡιεΓρίηςΚι) όπου έχει εμβαδόν --. ποια: παπα πσασσσπαι 

δέ λλό / / , / α μα μι Ἐε κα Εοε κα -οα 

μηοςν, οαλλατα σπι μερουςτριὠνα κε Ἓ.ε. .. κ. α". εκ. 

ζ { { 1 ΙΙ ΠΠ ΠΠ ΠΠ ΠΗ 

οι σα να 1ο χαλί ο Πῃή 1 ΠΠ 1 πΠπ ΗΗΠ ηΗ 
Ζαϊρπίνσκι κι αυτό µε μηδενικό 

εμβαδόν και αποιρῃ Σχήµα 4 Η κατασκευή του Συνόλου του ᾖΚάντορ, ξεκινά απὀ ένα 


ευθύγραμμο τµήµα -διάστηµα. Το χωρίζουµε σε 3 ίσα τµήµατα και 
αφαιρούμε το μεσαίο. στα δύο εναπομένοντα, εφαρμόζουμε τον ἴδιο 
κανόνα κ.ο.κ. επ άπειρον. 


περίμετρο και διάσταση ανάµεσα στο | και το 2. Επίσης Και το σύνολο του 
Κάντορ ((ΟαπίοΓ) µε μηδενικό μήκος, διάσταση ανάµεσα σε 0 και 1 και 
υπεραριθµήσιμο πλήθος στοιχείων. δηλ. περισσότερα στοιχεία απὀ το πλήθος των 
στοιχείων του { και ίσα µε το πλήθος των στοιχείων του Ἰ΄ . όλα µε ιδιότητες 


που μάλλον «μεταφυσικέο» θα χαρακτήριζε κάποιος µη μαθηματικός. Συνύπαρξη 
απείρου µε πεπερασμένο και διαστάσεις 
ανάµεσα στις ακέραιες. 


Βεβαίως, έχουμε και πιο καθημερινά 
μαθηματικά αντικείμενα όπως η γεωμετρική 
σειρά 


οο 
στον η οποία παριστάνει άπειρο στο 
κΞΙ 

πλήθος άθροισμα πεπερασμένων θετικών 
αριθμών µε πεπερασμένο αποτέλεσµα. το Ι. 
Με αντίστροφη οπτική. το διάστηµα [0. 1. 
µπορεί να τµηθεί σε άπειρα το πλήθος κ... Εως 
ευθύγραμμα τµήµατα. Είναι ουσιαστικά η «κοινή απάντηση» στα πιο γνωστά 
παράδοξα του Ζήνωνα [5] όπου το άθροισµα άπειρων χρονικών διαστημάτων δίνει 
πεπερασμένο αποτέλεσµα και όχι άπειρο Σχήµα 5: Και το χαλί του Ζαϊρπίνσκι 
όπως υποβάλλει η κοινή διαίσθηση του ακολουδείτην ίδια κατασκευαστική λογική µε 
ανθρώπου. Και βεβαίως σε διαισθητική [Ὁ ομώνυμο τρἰγωνόὀ του. Ἀπὸ ἕνα μαῦρο 


μ ' τετράγωνο που Χωρίζεται σε 9 σα 
αντίθεση μα το αποτέλεσµα τετράγωνα, αφαιρούμε το µεσαίο 1/9. Στα 
- Ι 


--Ξασο, όπου η έναρξη του κ. 

ο] ο ος κ 

γίνεται απὀ έναν αριθµό που ὃεν µπορεί κάποιος να διανοηθεί, δεδομένου ότι τα 
στοιχειώδη σωματίδια που χωράνε στο σύμπαν είναι της τάξης μόλις του 10ὔ”.[6] 
Συμπερασματικά. όλα τα παραπάνω μαθηματικά αντικείμενα επεκτείνουν την 
φαντασία για όντα σε ενδιάµεσες των ακεραίων διαστάσεις κτλ. πέραν των 
διαστάσεων άνω του 2. Ἱστορικά, Επιστημολογικά και Επιστημονικά, ουδείς 
µπορεί να αποκλείσει µε βεβαιότητα και εκ των προτέρων την πιθανότητα να 
υπάρχουν κι όλας. 





Ερώτηµα 4: Εφ΄ όσον ο Θεός είναι παντοδύναµος, µπορεί να φτιάξει µια 
πέτρα που να µην µπορεί να την σηκώσει; Αυτό το ερώτημα δεν είναι 
φιλοσοφικού τύπου. αλλά µόνο λογικού. Η μαθηματική δοµή του ερωτήματος 
είναι η εξής: Έχουμε την λογική πρόταση ῥ :«Ο Θεός είναι παντοδύναμος», και 
την πρόταση αᾳ : «Ο Θεός µπορεί να κατασκευάσει πέτρα που να µην µπορεί να 
την σηκώσευ (από την οποία προκύπτει αµέσως 4» Ρ ) Τότε η πρόταση 


(θΛλοα)λ(ᾳΞ5» Ρ)συνιστά αντίφαση. όπως µπορεί να επαληθεύσει µε έναν 
πίνακα αληθείας ο αναγνώστης ή εκτελώντας τις πράξεις µε τους λογικούς τύπους: 


(Φδλοα)λλίᾳ-»)ξ(Ρλα)λίᾳφλ/)Ξξγνλὶν αντίφαση. Επομένως το 
ερώτηµα αντιστρατεύεται την Λογική Αρχή της «μη αντίφασηςο) Άρα, δεν γίνεται 
δεκτό καν ὡς ερώτημα. Το αξιοπερίεργο µε αυτό το λίαν διαδεδομένο ερώτημα 
από πολλές δεκαετίες, είναι η σοβαρή ακόµα αντιμετώπισή του ως διερευνητέου 
ερωτήματος μεταξύ «ενθέων και αθέων» όπου εμφανίζεται ὡς ανοικτό ερώτημα ἡή 
απαντηµένο λανθασμένα ή ὡς ερώτηµα ψυχαγωγικού τύπου, όµως χωρίς εξήγηση. 
Ο αναγνώστης αν βάλλει στην «οοβιε τέσσερις λέξεις κλειδιά «Θεός, 
παντοδύναμος, πέτρα, σηκώσευ βρίσκει πάνω απὀ 6.700 διαπραγματεύσεις του 
ερωτήματος (αναζήτηση στις 21/05/2015) κατά κανόνα λιγότερο ή περισσότερο 
µακριά απὀ τον πυρήνα του ερωτήµατος που αποδείξαµε ως αντιφατικό. 





Ερώτηµα 5: Είναι δυνατόν ένα εφικτό και απολύτως δυνατό ενδεχόμενο να 
έχει πιθανότητα πραγματοποίησης 0: Μια γρήγορη απάντηση είναι ότι «Ναι, 
είναι εφικτό ένα δυνατό ενδεχόμενο Α να έχει πιθανότητα Ρ(Α)Ξ0 , εάν το 
ενδεχόμενο Α ὃδεν συμπεριλαμβάνεται στο σύνολο των ενδεχοµένων ενός 
συγκεκριμένου πειράματος τύχης Για παράδειγµα δίνουµε το ενδεχόμενο Α: «Το 
ζάρι δείχνει 7» που είναι αδύνατο ενδεχόμενο σε ένα κανονικό ζάρι, αλλά όχι και 
αδύνατο πραγματικά, εάν φτιάξουμε ζάρι µε µια του ένδειξη σε πλευρά το 7. Το 
ερώτηµα γίνεται λίαν ενδιαφέρον και εκφεύγει του τετριµµένου, εάν το Α, 
περιλαμβάνεται στον δειγµατικό χώρο του πειράµατος τύχης. Και η απάντηση 
είναι «Ναι, είναι δυνατόν και σε αυτή την περίπτωση» Δίνουμε συγκεκριµένα 
παραδείγματα: 


Α) Φανταζόµαστε έναν άπειρο σάκο, εντός του οποίου θέτουµε άπειρα αριθμήσιµα 
διακριτά αντίγραφα του συνόλου όλων των ρητών και των αλγεβρικών αρρήτων. 
()ι)Α . Λέγοντας «διακριτά αντίγραφα» ας φανταστούμε τα ἴδια µεν στοιχεία. 
αλλά σε άλλη απόχρωση χρώματος, απὀ άπειρες διακριτές αποχρώσεις, έτσι ώστε 
να διαφοροποιούνται τα στοιχεία (Ἕνα µην θεωρούνται ίδια) και ως προς την 


απόχρωση. Δηλ. Το σύνολο ἃΧ-- (Ὁ, ΑΙ) Επίσης εισάγουµε εντός του ιδίου 


; ᾿ . . : -1.000.000.000 
σάκου τους αρρήτους υπερβατικούς που υπάρχουν στο σύνολο ΒΞ54{0. 10 ) 


που είναι ένα απειροελάχιστου μήκους διάστηµα. Η πιθανότητα λοιπόν να εξαχθεί 
απ΄ αυτή την κάλπη ρητός είτε άρρητος αλγεβρικός είναι σύμφωνα µε την Θεωρία 


κ 
Μέτρου, Ρ(Χ)- ος ο πμ ο --- 0 Το αποτέλεσµα 


μ(υπερβατικοί στο Ὦ) επι ο 
είναι απόρροια των παρακάτω προτάσεων τῆς Θεωρίας µέτρου: (4) «Το μέτρο 
κάθε απείρου, αλλά αριθμήσιµου συνόλου, είναι μηδέν» (1)«Άπειρη αριθµήσιμη 
ένωση αριθμησίμων συνόλων, δίνει αριθμήσιμο σύνολο» και επίσης (11) «Το 
μέτρο (εδώ μήκος) ενός διαστήματος ὃεν αλλάζει αν αφαιρέσουμε οποιοδήποτε 


αριθμήσιμο σύνολο απ΄ αυτό»/(1ν) Το σύνολο των ρητών σε ένωση µε το σύνολο 
των αλγεβρικών («ϱι) Αείναι αριθμήσιμο. Και ενώ λοιπόν είναι εφικτή η 
κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη οποιουδήποτε ρητού εντός λ.χ. του διαστήματος 


(0.1) ή και αλγεβρικού ρητού (λ.χ. του 32 ) η πιθανότητα τµήσης του σε ρητό µε 
µια τυχαία ευθεία είναι 0, παρ΄ότι το ανθρώπινο πνεύμα δεν το δέχεται, έστω κι αν 
η απειρία του υπεραριθµήσιμου του συνεχούς αποδεικνύεται ότι είναι «απείρως 


µεγαλύτερη» από την απειρία του αριθµησίµου. (23 » δι ) Την ίδια δυσκολία 


παρουσιάζει το ανθρώπινο πνεύμα στο να παραδεχθεί ότι το (0.1) δεν έχει άκρα. 
Ακόμα και όταν γνωρίζει την απόδειξη :«Ίστω ότι το (0, 1) είχε ένα δεζί μέγιστο 


, , ΄ ά -τ- ] ’ , , 
άκροτοα. Τότεα-ςΙ και επίσης α «--«1Ι, ἀτοπο, διότιτο θεωρήσαμµε το α ως το 
2 


μέγιστο συνόλου (0,1) πριν το Ι. Άρα το (0,1) ὃεν έχει δεξί άκρο και ομοίως και 
αριστερό». Η κοινή όµως λογική µε τα συγκεκριµένα μοντέλα µε τα οποία 
αντιλαμβανόμαστε τον Κόσμο, άρα και τα μαθηματικά αντικείµενα., αμφιβάλλει 
ακόµα και προ της αποδείξεως! Πιστεύει ότι 0.999999.... δεν είναι ίσο µε | παρ΄ 
ότι μπορούν να προσκομιστούν διάφορες αποδείξεις και «νοιώθευ) ότιτο θ.9999... 
είναι το δεξί άκρο του (0.1) που δεν κάνει 1. [101.11] Την ίδια αδυναμία 
διαισθητικής κατανόησης έχουµε όταν περιοριστούµε µόνο στους ρητούς θετικούς 
αριθμούς και προσπαθήσουμε να φανταστούμε την πιθανότητα όπως απὀ την 
διαίρεση δύο τυχαίων φυσικών να µην προκύπτει ρητός περιοδικός. Η κοινή µας 
εμπειρία έχει γνωστά κλάσματα καθημερινής χρήσης όπως 2. ὖ4, 5/δ που δίνουν 
τους δεκαδικούς τερµατιζόµενους. 0.5. 0.75 και 0.625 αντιστοίχως, Όμως η κλάση 
των δεκαδικών τερματιζόµενων περιγράφεται απὀ το κλάσμα σα. µε τα µ.ν 
φυσικούς και το κλάσμα ανάγὠγο. Όταν εκτελεστεί η διαίρεση που υποδηλώνει 
και θεωρώντας χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι µ»ν, έχουµε στην ουσία τα 
άδηλα, μη ορατά βήματα στον αλγόριθμο της διαίρεσης: 
Α Α. 5’ Άγουι. Ἅρο | 
Ξ- ---το---ττο----το-τ- Ξ ---.«ὁπου απ΄ την αριθμητική δεκαδική 

ντο ο ανα σον ο 10” 
έκφραση του ακέραιου Α:5΄᾽, χωρίζουµε από τ΄ αριστερά προς τα δεξιά, µ 
ψηφία του και βάζουμε την υποδιαστολή. Άρα η πιθανότητα περατούµενης 
διαιρέσεως, εξαρτάται µόνο απὀ τον παρονομαστή του αναγώγου που 
περιλαμβάνει δύο µόνο πρώτους Και για κάθε «φυσικό εκθέτη. ενώ όλες οι 
ὀυνητικές περιπτώσεις είναι άπειρες, καθώς οι πρώτοι (όπως ευφυώς απέδειξε ο 
Ευκλείδης) εἶναι άπειροι στο πλήθος. Επομένως η πιθανότητα είναι 0. και 
μπορούμε να ισχυριστούµε, ότι «όλοι οἱ ρήτοί εἴναι δεκαδικοΙ περιοδικοί, εκτός 
απ αυτούς που έχουν περίοδο το 9», οι οποίοι -και µόνον αυτοί- μπορούν να 
παρασταθούν µε περατούµενη µορφή. (Ὑπενθυμίζουμε την διπλή αναπαράσταση 


ενός ρητού µε περίοδο το Ο. λ.χ. 4.2139 --3.2139999099. .--3.214 } Το 








γενικότερο συμπέρασμα είναι, ότι όλα τα συστήµατα αρίθµησης, αποτυγχάνουν 
παταγωδώς όχι µόνον να παραστήσουν τους αρρήτους, αλλά και τους ρητούς, 
αφού ένας ρητός µπορεί να έχει µια οσοδήποτε µεγάλη περίοδο η οποία µπορεί να 
ἀρχίζει απὀ οσοδήποτε µεγάλο πλήθος ψηφίων µετά την υποδιαστολή. Τα 
καταφέρνουν ακριβώς µόνο στους «χ-αδικούς» (εδώ δεκαδικούς) ρητούς, οι οποίοι 
είναι οι μόνοι που έχουν περατούµενη παράσταση! 

Η πιθανότητα επιλογής αρτίου απὀ το σύνολο τῶν Φυσικών ἩΝ. είναι 


| 
(διαισθητικά) προφανώς σοῇ Διότι αν ἔ(ν) παριστάνει το πλήθος τῶων ζυγών έως 


και το ν, τότε 
ν γι 
ΡΞ Ίπι δν) ας 2 


χ-»οο γ 


Ι / ΄ . 1 ’ ΄/ 
Ξ- . (ν.άρτιος) ή ῥΞ ]ιπι Ξ- 2 (ν.περιττὀς) παρ οτι η 
ν 


χ-»οο 

απεικόνιση μεταξύ Φυσικών και Αρτίων που ορίζεται απὀ την σχέση ν«»2ν, 

είναι 1-1 και επί, δηλ. έχουν ίσους πληθικούς αριθμούς! 

Μάλιστα, στην περίπτωση των συνόλων Τελείων τετραγώνων και «Φυσικών, 

ά ά 2 ιά ” ιά / Ιά 

έχουµε την απεικόνιση ν «»ν΄ που κι αυτή είναι |-| και επί (πάντα κόντρα στην 

κοινή ανθρώπινη διαίσθηση) Από άλλη όμως οπτική, η ταυτότητα 
ο, ο, ιά ιά ” [6 ” 

(ν εἰ) -ν' -2ν-]Ιμπορε να αναγνωστεί ὣς «υπάρχει οσοδήποτε μεγάλο 

ὁιάστήμα μεταζύ δύο ὁνιαδοχικῶν τετραγώνων» δηλ., ότι «τα τέλεια τετράγωνα 

«αραιώνουν» απεριόριστα αυξανοµένων των «φυσικών. Βεβαίως, αν 

αναζητήσουμε την πιθανότητα επιλογής τελείου τετραγώνου από τους φυσικούς, 


μμ νν] 
Ξ- ΙΙΠῃ 


ν . 

και επομένως η πιθανότητα επιλογής τελείου τετραγώνου από τους φυσικούς είναι 
0. (Νέα «γνωστική σύγκρουση) 

Στους πρώτους έχουµε ανάλογα αποτελέσµατα: Αν «ως π(χ) ορίσουμε την 
συνάρτηση ως «το πλήθος τῶν πρώτων αριθµών μέχρι και τον πραγµατικό αριθµό 
Χ » . τότε αποδεικνύεται [7] ότι πι π(α) -0. ΕΠ 


χ-»οο Χ 


πλήθος τελείων τετραγώνων έἑέωςστο ν 





θα αναζητήσουμε το Ππῃι Ξ-0 


ερμηνεία και εδώ του 





αποτελέσματος, είναι ότι η πιθανότητα επιλογής πρώτου απὀ τους φυσικούς είναι 
0, παρ΄ ότι η απεικόνιση ϱ, «»ν «είναι ]-{ και επίτου Ν (2, η ακολουθία τῶν 


πρώτων αριθμών) Το αποτέλεσµα γίνεται πιο κατανοητό. αν σκεφθούµε ότι 
«υπάρχουν οσοδήποτε μεγάλα ὁιαστήµατα χωρίς πρώτους αριθμούς» (όπως και µε 
τα τέλεια τετράγώνα προηγουμένως) Τια παράδειγµα δεδομένου ενός φυσικού ν 
οσοδήποτε μεγάλου, η πεπερασμένη ακολουθία (νΙ}Ι/2, 
(ν ΕΙ} 3 (ν ΕΙ) / 4... (νΓ1)1 Εν, (νΓ1)}1ή(ν ΓΙ) είναι ακολουθία, ν διαδοχικών 
φυσικών όπου κανένας ὃεν είναι πρώτος, αφού όλοι είναι σύνθετοι µιας και 
εξάγεται ως κοινός παράγοντας απὀ κάθε έναν, ο δεξιός προσθετέος. 


Συμπερασματικά: Ὑπάρχουν εφικτά ενδεχόμενα σε έναν δειγματόχωρο µε 
πιθανότητα πραγματοποίησης 0. Η αντίληψη των πεπερασμένων δειγματόχῶώρων, 
το ατελές προσωπικό εννοιολογικό κτίσιμο των εννοιών, µας εμποδίζει να το 
δούμε το αληθές. Το άπειρο δεν είναι έννοια διαισθητικά αντιλαμβανόμενη και 
κατανοούµενη. Μαθηματικά αντικείμενα μοιάζουν ίσα, ενώ είναι --αν 
νεολογίσουµε- «απείρως άνισα» και αντιστρόφως. Η διαίσθηση γενικώς είναι 
κάκιστος σύμβουλος. Η ενασχόλησή µε υψιπετή και ανώτερα γενικά ερωτήµατα 
ὃεν µπορεί να βασίζεται στην διαίσθηση. Δεν είναι πολλάκις έτσι, αν έτσι 
νομµίζουµε. 

Ερώτηµα 6: Μπορούσε ο Ἰόσμος µας να ήταν καλύτερος ἩΗ αυθόρμητη 
καταφατική απάντηση που δίνουν στο ερώτημα όλοι οι άνθρωποι, έρχεται σε 
απόλυτη αντίθεση µε έναν απολύτως λογικό συλλογισμό του Λάϊμπνιτς (1 ειοι(Ζ) 
γνωστό και ως «τρίλημμα του Λάϊμπνιτο) [5] Σύμφωνα µε αυτόν. ο κόσμος που 
έχει φτιάξει ο Θεός είναι ο καλύτερος δυνατός κόσμος όλων των δυνατών κόσμων 
που θα μπορούσαν ποτέ να υπάρξουν, διότι (χρήση τῆς εις άτοπον απαγωγής) εάν 
μπορούσε να υπάρξει ένας καλύτερος κόσμος απὀ τον σημερινό, τότε ο Θεός Ως 
Παντοδύναμος θα μπορούσε να τον κατασκευάσει, ως Πάνσοφος θα γνώριζε πώς 
να τον κατασκευάσει και ως Πανάγαθος θα ήθελε να τον κατά σκευάσει. Άτοπο. 
Επομένως ο Κόσμος µας είναι ο καλύτερος όλων όσων θα μπορούσαν να 
κατασκευαστούν. Βεβαίως η κατανόηση του αντιφατικού µε την κοινή λογική 
αποτελέσματος, έχει ως λέξης κλειδί την ελευθερία επιλογών του ανθρώπου, η 
οποία δεν µπορεί να είναι µονότιµη και µονόδρομη, άρα όχι ελεύθερη. 


Γενικότερα Συμπεράσματα. : Τα Μαθηματικά αντικείμενα µέσω αφαίρεσης και 
γενίκευσης της Φύσης, έχουν ιδιότητες που ένας µη μαθηματικός χαρακτηρίζει 
«μεταφυσικές» . Είναι άπειρα. είναι πεπερασμένα χωρίς όρια. περατά ὡς προς 
κάποιες ιδιότητές τους και άπειρα προς άλλες, έχουν διαστάσεις και πάνω από 3. 
κάποια έχουν διαστάσεις µη ακέραιες, κάποια άλλα είναι ίσα ενώ μοιάζουν άνισα, 
άλλα που μοιάζουν άνισα ενώ είναι ίσα, δυνατά εφικτά πραγματοποιούµενα 
κατασκευαστικά ενδεχόμενα δειγματικούὐ χώρου µε μηδέν όµως πιθανότητες 
πραγµατοποίησής τους. Η µαθηµατική λογική αποφαίνεται για προτάσεις που 
μοιάζουν σωστές ενώ ὃεν είναι και για προτάσεις που μοιάζουν λανθασμένες ενώ 
είναι σωστές. Τα ίδια τα Μαθηματικά Ως λογικό σύστημα «Το Λιγότερο αντιφατικό» 
που γνωρίζουμε, σε συνδυασμό µε την «παράλογη αποτελεσµατικότητά τους» [2] 
σε όλους τους τοµείς του επιστητού. δίνουν λαβή για γόνιμη φαντασία, εικασίες, 
υποθέσεις, θεωρίες, επαληθεύσεις, διαψεύσεις, αντιπαραδείγµατα, αποδείξεις, 
αναλογική σκέψη. νοητικά πειράµατα. μοντελοποίηση. όπου και οι εφαρμογές 
τους στην Φυσική να μοιάζουν έντονα ὡς μεταφυσικές [9] πάντα όµως µέσα στα 
Επιστηµολογικά όρια τῆς «Λιαψευσιμότηταο όπου και τελικά η συμβολή των 
Μαθηματικών στον εν γένει ανθρώπινο Επιστημονικό και Φιλοσοφικό στοχασμό 
να καθίσταται πραγματικά, άκρως απαραίτητη. 


ΦΙΠΊΠΙΑΥΥ: Μαίποπιαίίος οὐ]εοίς απά τε]αΠοηςΠῖρς {Παί σονεΓη, ΠεΙρ 5οπια 
ΑΏδννεις οἱ ΡΠΙ]οδορηῖςσα] (ποισΗῆί. Ροπης πιαίπεπιαίίσα] πιοάε]ς, οχραπά {ίΠε 
Ῥουπάαπες Ὀείνεει Ῥο5δ510ἱε, ΙπιρτοῦβοΙε, Ῥοςδ51ρ]ε απά Ίπροςδιδ]6. 
Μαίπαπιαίίος, Ώανε Ππιίς οἩη {Ππαίγ 4Ώδνήετς. Βιί 51 α 5αρετ {ίοοἱ {ος 
ἀΙδοιςςίοπ οἩ αἰ1 αμεδίοης οἱ δοίιεπος απάἀ ραταςι]ατ]γ ἴπε ΡΏΙ]οδορΏγ. ΤΠε 
αμεδίοις οΟΠοςΓΠΗΙΠς {1ο ΙΠ{1ΠΙίγ ατε οἱ ραγσοι]αί Ι1ηίετεςί Ὀεσαιιςε, νυΠαίενοί 
πα Ππάηρς εί οί 1Π 1, 15 ποί εα51γ αοοερίεἀ ὈΥ ἴπα Ππιίο ἨὐΙπαη παίμτς. 
Πετε οοΊηες {Πε πιαίπεπιαίίσα| (τιίΠ {ο νεηίατο 5ΟπΠε Πςν/αῖς πποτε ΟΓ Ίεβς 
αοοερίαΏὈ]ε. 


Βιβλιογραφία: 
[ΠΠ] Ἀσπετ, Ώμσεπε Τε [Ἰπγεαδοπαδίε Εεοίνεπεςς οἱ Μαίμεπια[ίος ἵπ {6 
Ναίηγα[ δοΙεῄοσε». Δικτυακός τόπος 


Πίίρς://νηνννν.ἁατίπιοιίΏ.εάι/--πιαίο/ΜαίΠταπια/τεα(Ιπςσ/ΥΝ1σποατ.ΠίΠΙ] 

[2] ἈΝεγρεπόντης Στυλιανός -Φαρμάκη Βασιλική ΒΗ «παράλογη» 
αποτελεσματικότήητα των Μαθηματικών στις ἄλλες Επιστήμες. Δικτυακός 
τόπος: Πίίρ:/ΠΠαΙεςαπάπιεπάς.οΓσ/ννρ- 
οοπίεπ/αρἱοαἆς/2012/03/εΓΠοΙεπογ.ρά[ 

[| Παναγιώτου ἈΝικόλαος, Ανάλυση Αποφάσεων ὀδικτυακός τόπος: 
Πίρ://ραπαγΙοί.51ΠΙΟΓ.Πίµα.σ{/αἴίαςΏπιεηίς/039 Ο6ΟΜΒΑΟΕΡ.Ρά{Γ 

[41 Ραςσςαἱ Β]αιΙδ Σκέψεις (τµήµα 223). μεταφρασμένο, µε σχόλια 
Δικτυακός τόπος: 
Πίίρς://οπίΠενναγίοιίΠαςα.νοτάρίοςς.οοπα/2010/05/23/ρα5σαἱς-ννασοτ-ίῃα- 
ν/ΠοΙε-ίΠΙΠσ/ 

[| Πίρς:/6] ννικιρεάια.ο{ς/Μ1κ/Παράδοξα του Ζήνωνα 

[6] Πίίρ://νεςίοι]{.στηπἆαεχ.ΡΏΡ/απίΠτορταΠα/ΡρΏΠοξδορΠ1ΖΙΠ6/ΡροςοΙ-Κοκκοί-απππιοι- 
αραΙίογπίαΙ-σια-πα-Κκαία]ανοιη-ίοῃ-5υπο]Κκο-οσΚκο-ίοι-δγπιραπίος 

[7] Δαρεντζάκη Ευαγγελία «Οι Πρώτοι Αριθμοῦ (Διπλωματική Εργασία) ΕΜΙΙ 
2012 Διατίθεται εδώ: Πίίρ://Ννννν’.πιαίΠπ.η{8.σ{/--5ο{ΠΙ8/ά1δδοτία{ος/1  ατεηίζαΚΙ.ρά{Γ 
[5] Σύντομο Βιογραφικό Σηµείώμα για τον (οίβῄιεά ἨΠείπι Γι σηϊ(7 
Πίίρ:/Ανν.Ὀιοςα|-δίμάιες.στ/κΌπια/Ροτία]5/Ο/ΡΟΕ/ΤεΠΠες/  αιοηιΖ.ράΐ 

[0] Δανέζης Μάνος «Από την Κλασική στην Κβαντική Φυσική (Από την 
Μεταφυσική στην Φυσική)» άρθρο προσωπικού Ιστολογίου, διατίθεται εδώ 
Πίίρ:/ΠπαποδάἀαΠεΖΙ5.στηπἆοχ.ΡΠΡ/ΌΙος/20/-2015-02-0/-15-23-16 

[10] «Ὑπάρχει το 0.99000.... » ἨἩρώτημα στο φόρουμ. των φοιτητών του 
Μαθηματικού Τµήµατος του Παν. Αθηνών µε 115 μηνύματα. Διατίθεται εδώ: 
Πίίρ:/Ποτιπι.παίΠ.αος.στ/νΙεννίορις.ΡΠρΞΙ12ά(ΞΙ01 16δσσίατί-θ 


[111 «Όοες 0.9999999... αι]γ εαιια| 139» Βρώτηµα σε παγκόσμιο 
μαθηματικό φόρουμ. µε 76 μηνύματα. Διατίθεται εδώ: 

Πίίρς:/ νυν. ΠπκεάΙΠ.οοπη/ςτρ/ροςί/15//20025-60440962256/60592681090 

[12] «ΠΠεριοδικός αριθµός» Λήμμα στην Ελληνική ΝΝΙκιρεά]α. Διατίθεται: 
Πίρς:/ε] ννικιρεάΙα.ο{σ/νΙκι/Περιοδικός αριθµός 


[13| «Το στοίχηµα του Πασκάλ» 
Πίίρς:/οπίπενναγίοιίΠαςα.ννοτάρί{οςς.οΟοΙ/2010/05/232/ραδε8]5-νναδεί-ίΠε-ννο]ε- 


(πίησ 


Ο νὲος τρὀπος διδασκαλίας της Γεωμετρίας, και τα δυναμικἁ γεωμετρικά λογισμικά. 


Ο νέἑὲος τοὀπος διδασκαλίας της Γεωμετρίας, χαι τα 
δυναµικἀ γεωμετρικά λογισμικά. 
Σιάννης ΤΠ]. Πλατάρος 
Διευθυντής Δευτεροβάθμιας ἨΗκπαἰδευσης Μεσσηνίας 
Καπετάν Κρόμπα 27, 242 00 ΜΗΣΣΗΝΗ ΗΛ. Ταχ. Ρἱαίατος(ῶσπιαί].οοπι 
Ιστολόγιο: Π{ίρ:/ /Ριαίατος.ΡΙοσςροί.στ/ 


ΓΙεροίληφη : Τα δυναμικά Γεωμετρικά λογισμικά, παρ ότι νἑα, έχουν 
αρχαία χαταγωγή ως προς τον ἐλεγχο εικασιων, ισχυροποϊηση 
υποθέσεων χαι αναχἀάλυφη προτάσεων χαι θεωρηµάτων,παρ ότι αυτὸ 
επιμελώς αποκρύπτεται απὀ την επἰσηµη μαθηματική βιβλιογοαφία 
ἁρα ο Οόὐλος τους στην επανανακἀλυψη της γνώσης ὅπως απαιτοὺν 
οι νἑες διδακτικές προσεγγίσεις εἶναι εχ των ὧν οὐχ ἀνευ. 

Λέξεις κλειδιά : «Κειεῃραἀ., δυναμιχἁ λογισμικά, Γεωµετρἱα, 


2 Ἐισαγωγὴ 


Ὑπαρχουν ἈΧάποιοι απλουστευμένοι αφορισµοἰ, πλην ὄχι ιδεολογικά 
αδιάφοροι για το τι εἶναι Μαθηματικά. λ.χ. «Μαθηματικά-- Απεικονίσειο) 
η «Μαθηματικάἀ-- Απόδειξη» που κατά καιροὺς λέγονται χαι απούγονται. 
ωστόσο, η ενεργὀς εξελισσὀμενη ουσία των Μαθηματικὠν εἰναι η ἴδια η 
Μαθηματική Ανακάλυψη, για την οὐσία τῆς οποἰας δεν υπάρχει κάποιος 
γνωστὸς αφορισμὸς. Με δεδομένη την σὑὺγχροονη τάση της Παιδαγωγικής 
που αφορἀ στην «Ανακαλυπτικήη Μάθηση» χαι µε δεδοµένα τα σύγχρονα 
υπάρχοντα εχπαιδευτικἀ εργαλεία, δηλ. εκπαιδευτικἀ λογισμικά που 
ευνοοὺν τον σχηματισμὀ ισχυρων εικασιὼν χαι υποθέσεων, για την 
ανακἀλυφη μαθηματικὠν προτάσεων χαι την εν συνεχεία απὀδειξη τους, 
δημιουργείται Ἠ κατ αρχην εὑλογήη απορἰα γιατὶ δεν έχουν εισαχθεἰ 
αυτονοήτως στην λκαθηµερινήη μµαθήησιακήη διαδικασία. ἩΠ ισχυρή 
µαθημµατικήη παρἀάδοση του Πυκλεϊδη που συστηµατικοποἰησε και 
ταξινόμησε τὴν έως τὀτε μαθηματική ανακάλυψη µε θαυμαστό, 
ποωτοποριαχκὀ, αυστηρὀ Ἆαι απὀλυτα λογικὀ τοὀπο, ἐδρασε καταλυτικὰ 
παι  ἔχπτοτε κατἐστη παγκόσμιο μαθηματικὸ υπόδειγμα- πρὀτυπο 
μαθηματικής διἀρθρωσης -παρουσἰασής µιας μαθηματικής θεωρίας. 
Αποτέλεσμα αυτοὺ ταν να αποχρύβεται επιμελέστατα ο πειραματικὸς 
και ο ενίοτε «δια μηχανικων μεθόδων» τρὀπος μαθηματικῆς έρευνας για 
την ανακάλυψη των προτάσεων, πράγμα που αποτελεἰ δεσπὀζον 
υπὀδειγµα χαι για σῆμερα. Τα νέα Γεωμετρικἀ εκπαιδευτικἀ λογισμικά, 
εισάγουν ολιστικὲς προσεγγἰσεις για τα µαθηµατικἁἀ, χαθὼς προσφέρουν 
πειραματισμὀ για εξαγωγή και ισχυροποίηση εικασιων, δυνατότητα 
χιλιάδων παρατηρήσεων χαθὼὠς ἑνα σχηµα μεταβάλλεται δυναμικἀ Ἆαι 
πλέον Ἠ παρατηρησήη-εικασία εἶναι ισοπόσως ισχυρή χαι ἆρα εδραία. 
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ΣΠαράλληλα, ο πειραματισμὀς, δἰνει την ευκαιρία να χοησιμοποιηθοὺν 
μέθοδοι εργασίας που χρησιμοποιοὺν οι πειραματικὲς επιστῆµες ως προς 
την εξαγωγη των μαθηματικὼν τους συμπερασμάτων, ὄχι ὅμως χαι τα ἴδια 
τα μαθηματικἁἀ για τον εαυτὀ τους ({}) αφοὺ τα ὀποια «μαθηματικά για τα 
μαθηματικἁ» παρουσιάζονται στην τελική τους µορφή ως «πρὀταση- 
απὀδειξη» χωρὶς τίποτα να προηγείται τής «πρὀτασης» Παραλλήλως, 
αυτὰ τα 1 εωμµετρικἀ εργαλεία εισάγουν φυσικοὺς τρόπους σὺνδεσήῆς τῆς 
Πυκλεϊδειας Γεωμετρἰας µε την Ανάλυση, την Άλγεβρα Ἆαι την Φυσική, 
ποἀγµατα σπουδαἰα διδακτικὠς για την ορθή αντιληψη-μοντέλο των 
μαθητὼν γι αυτοὺς τους σπουδαίους τοµεἰς του επιστητοὺ. την παρούσα 
εργασία, θα παρουσιάσουμε ορισμένα χαρακτηριστικἁἀ παραδεἰγµατα που 
επαληθεύουν τα προηγουμένως ισχυριζὀµενα. 


3. Ἡ διερευνητικὲς και αναχαλυπτικὲς δυνατότητες ενὸς δυναμικοὺ 
Γεωμετρικού Ἐργαλείου, (λ.χ. του Θκείςπρας) 


2.1. Μια γνωστη προὀταση, λέει, ὅτι «τα Μέσα των πλευρών τετραπλεύρου, 
εἶναι κορυφὲς παραλληλογράμμου». Την επιλέγουμε επἰτήῆδες, αφοὺ εἶναι 
πολὺ γνωστη και απλή χαι δεν προοιωνἰίζεται κάτι αρκετά γόνιμο απὀ την 
µελέτη της. ὕἨια δυνητικήη διατὐπωση, μπορεί να την κάνει «ανοιχτής 
διατὐπωσής» Ἆαι να έχουμε µια εχφωνηση του τύπου «Να Πελετήσετε τι 
σχήμα ορίζουν τα ΐσα των πλευρων τετραπλεύρου. Ἄα το αποδείξετε και να 
διερευνήσετε ειδικές περιπτώσεις ανακαλὐπτογτάς τες, διατυπωγνοντᾶς τες και 
αποδεικνὐοντάς τες.» Αυτὸ βεβαἰϊως θέλει όπως θα δούμε παραπάνω χρὀνο, 
θέλει «συνέχεια διερεὐνησηής χατ οἰχον» υπὀ τὺπον μικρής εργασίας, όμως 
η χαρά τῆς ανακἀλυψης (ενδεχὀµενής, πλην πιθανότατα αναμενόμενήης για 
το συγκεκριµένο επιλεγμένο παράδειγµα) προσδϊἰδει την χαρά της ουσίας 
της Μαθηματικῆς αναχἀάλυφης και ὄχι μόνον τήν χαρἀ τῆς αναχκἀάλυφψής 
της απὀδειξης προς την οποία επικεντρὠνεται η διδασκαλἰα. Μπορούμε 
να ισχυριστοὺμε μάλιστα, ὅτι Ἠ ανακάλυφη της πρὀτασης εἶναι πιο 
σπουδαία απὀ την ανακάλυψη τής απὀδειξης, η οποία Ἆχαι αυτή εἰναι 
σπουδαία, χαι οὐδόλως παραγνωρίζεται η μέγιστη σημασία τὴς στα 
Μαθηματικἀ. Απλώς, τίθεται στην μαθημµατικὠς ορθή της διάσταση και 
σειρά, δηλ. ἐπεται- νομοτελειακά- της ανακάλυψης, την επισημοποιεἰ και 
την επισφραγἰζει. Ας δούµε τι μπορεί να αναπαλυφθεἰ: 

Α) Ἡ ὅὁποια τυχαία κἰνηση των 
πλευρων δείχνει ὅτι έχουμε οπτικἁἀ 
ἑνα σχημα παραλληλογράμμου. Ἡ 
ποὀταση «Φαΐνεται ως αποτέλεσμα 
φαινομενικἀ απείροων πειραμάτων, η 








ποὀταση εἶναι εχεἰ, αποδεκτή, 
ποοφανἠῆς ἰἴσως, ὠστόσο, το «γιατὶ 
εἶναι παραλληλόγραμμο» εἶναι ἑνα λ 


ερὠτῆμα ουσίας του επιστητοὺ πἀσήῆς 
Σχήµα1: Με την κίνηση των «1,ΡΒ,Ι.1, η οπτική εντύπωση για 


επιστ η μ. η ο που απο Ἱ Ολλ ες και γ ιο την διατήρησή του Κ.ΊΛΙΝ ως παραλληλογράμου, εἶψαι εδραία. 
π ἁ ο α πο λλ ἁ - 0 ωτ η μ ατ ἁ τους που ΠΠ απὀδειζη µπορεί να ἆλθει ως εὐλογη αναγκαιότητα -εζήγηση 


για το «φιατὸ 
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περιέχουν το «γιατὺ πλην των Μαθηματικών, μένουν αναπάντητα και 
ανοιχτά. Τια παράδειγµα, ενὼ δεν γνωρίζουμε γιατὶ ἐλκονται δύο σώματα 
που ἔχουν μάζα, γνωρἰἱζουµε κάλλιστα το πὠὼς ἕλκονται (Νόμος 
Παγκόσμιας ἑλξης Νεύὐτωνος) Το «γιατἰ» εἶναι παραλληλόγραμμο συνιστά 
την απὀδειξη και εἶναι ὀντως Ἠ παρδιὰ των Μαθηματικών, ας έχουµε την 
ισχυρή εποπτείἰα του λογισμικοὺ. (σχΏμα 1) 


Ὦ) Καθώς χινοὺµε µια κορυφή τυχαία 
στο επἰπεδο μπορούμε να φθάσουμε στο 
σχήμα 2, ὀπου υπάρχει µια πιθανότητα ο 
Μαθητής να δει το σχΏμα --ανάλογα µε 
τις εµπειρἰες του- ως µη κυρτὸ 
τετράπλευρο εἶτε ως στρεβλὀὸ 
τετράπλευρο στον χώρο. Λυτό μπορεἰ να 
το «δει» χαι απὀ το σχηµα/1., όμως η 
δυσκολία να φανταστεί ότι υπάρχει 
««άμψη» , «τσάπισµμα» κατά μήκος µιας 





διαγωνίἰου, απαιτεἰ γνώση της έννοιας 
«στρεβλὸ τετράπλευρο Ἆαι πὼς 


σχεδιάζεται σε επἰπεδο. Το μη 70ρ0τΟ το Σχήµα 2: 2 Ίᾷ τέτοια τυχαία διάταξη, µπορεί γα ειδωθεί ὅτι { 


γνω οἰζει α φοὺ στα ὁιδακτικὰ β ι βλία ποόταση ισχύει Πάλλον και ισχύει Και για Μη κυρτά σχήματα και για 
ο ι . : τα στρεβλά τετοάπλευρα (αν γνωρίζει την ἔννοια του στρεῤλού 
αφου γινει ο ορισµος του γω0του τετοαπλεύρου) 


σχΏµατος χαι του μη πυρτοῦ, τίθεται το 
διδαχτικὀ συμβόλαιο «από τώρα χαι στο εξῆς όταν θα λέμε «τετράπλευρο» θα 
εννοούμε µὀνο το χυρτὀ. Ἰξαι αυτὀ το συμβόλαιο, απὀ µὀνο του, αποτελεἰ 

δυσκολία στο να αντιληφθεί το σχΏμα, δεν 


! 1 Δ 
ειναι ομως χαι αδύνατον. 


1) Η ειδική οριακή περἰπτωση ὅπου τα Ν 

Α.Ε. Τ εἶναι συνευθειαχἀ, (σχηµα 2) δίνει Μ 
µια καινούργια πρὀταση που χρειάζεται 
διατὐπωσήη Ἆαι απὀδειξη. Γἱ απὀδειξη µιας 
απλούὐστερης πρὀτασης ὅπως αυτή, πρέπει Β ΑΓ 


να υποθέσουμε ὁτι εἶναι ευκολότερη χαι | | 
Σχήµα 2: Η ειδωή περίπτωση ὅπου τα «4,8, εἶναι 


ταυτ ὀχρονα δίνει και τ ην ίδια ιδέα για την συνευθειακά, δείχνει και εκεί ισχύ τς πρότασης μὲ 
' ' ' επαναδιατύπωση ότι «...στην Γοίτη πλευρά παίρνουμε τυχαίο 
απὀδειξη της γεν ειοτεοΏς ποοτασΏης. σηµείο και βρίσκουᾳε τα //έσα των δύο τ/ημ/άτων που χωρίζει 


την πλευρά. Ὁμοίως ελαφρά τροποποιείται Και { απὀδειζη. 


Μάλιστα το Β, δύναται να ευρἰσχεται χαι 
στην προέκταση του ΑΙ’. (Προκύπτει απὀ 
περεταίρω παρατήρηση) Δ 


Δ) Άλλη ειδικἩ οριακΏ περἰπτωση εἶναι 

όταν λ.χ. τα Ὁ και 1 συμπίπτουν (και ἁρα 

το μέσον τους Λ) (σχήμα 4) Εδω η 

απὀδειξη εἶναι αχόµα πιο απλἩ παιαπό την κ 
προηγούμενη περίπτωση αι πὰλι δίνει το 
χλειοί για την χρηση γνωστῆς πρὀτασης ΒΛΓ 


για τη ν απο ὃ ει ξη : ΠΙ ανα ὃ ικτοπω ση τ η ς Σχήµα 4: Η πιο απλή ειδιή περίπτωση επάγει την ἴδια ιδέα και για 
την απόδειζη. 
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πρὀτασης εἰναι πλέον «Τα µέσα των πλευρών τριγώνου µε χάθε χορυφή του εἶναι 


χορυφὲς παραλληλογρἀμμµου» 


Ἠ) Μια ἀλλη ειδικἩ περἰπτωση εἰναι πολὺ πιο εντυπωσιακή: Σε κάποια στιγμἩ, 
φαίνεται το παραλληλόγραμμο να εχφυλίζεται σε ευθύγραμμο τµήµα. Ηκείαν ο 
µαθητῆς διερευνήσει το «πὀτε εχφυλίζεται Δ 
το παραλληλόγραμμο σε ευθὐγοαμμµο 

τμήμα» θα δει, ότι αυτὸ φαίνεται να Ν 
συμβαίνει όταν Τα ΒΔ και ΑΓ που δεν 


Β 


εἶναι σχεδιασμένα εξ αρχῆς, εἰναι 
! ! ! ! Α 
παρἀλλήηλες πλευρές τραπεζίου. 1 ]άρα Γ 
πολὺ εντυπωσιαχὀ, όταν µε μεταγνωστιχκὲς 
: : . Σχήµα 2: Η οριακή περἰπτωση του εκφυλισμού του 
αναστοχαστινες διαδικασίἰες, ο μαθητής παραλληλογράμμου, δίνει τῇν πρόταση που συνδέει την 
! ' ' διάµεσο τραπεζίου µε τις βάσεις του/ 

μπορεί να δει µια διαφορετική πρὀταση 
της 1 εωµετρίας ως οριακἩ περἰπτωση 

! ! ! 1 
µιας ἀλλῆς φαινομενιχκἁ ἀσχετης. 


Σ)Τ) Καθώς τα Α.Β.Τ,Δ γίνονται 


συνευθειαχἀ, έχουμε µια ἄλλη επἰσης 





Δ 


ο. τα που σσή Σχήµα 6: Ἡ οριακή περίπτωση των συνευθειακών «108, και «1 δίνει 
πρὀτασης -ἀσκήσης που μπορεί να μία ενδιαφέρουσα γνωστή πρόταση στα ευθόγραµµα τμήματα 
λυθεί µε τις στοιχειώδεις ιδιότητες των 

ευθ. τμημάτων Ἠ και των διανυσμάτων. Β 
7) Μια ἀλλη τυχαἰα περἰπτωση 

διερεύνησης, µπορεἰ να δώσει µια ἀλλη Α 
πρὀταση τής οποίας Ἠ διατὐπωση εἶναι 


«ἔστωσαν δύο τούωνα «408 και [ Ὁ-Ί που 


έχουν κατά κορυφής τις γωνίες τους Ο . «1ν 

Κ, 1 εἶναι αντιστοίχως τα ἐσα των 
4Β,ΡΙ 11 1,4, να δείξετε, ὅτι το Δ 
Κ.ΊΛΜΝ είναι παραλληλόγραΜο.» Γ 
Η) για ἄλλη οριακή περίπτωση του ιδίου 

σχήματος δένει τη» πρόταση που λέει, ὅτι «το πο πω 
συῇ/ετρικό ενός τοιγώνου ως προς ᾖᾶ πρόταση. 

κορυφή του, έχει ἐση αντίστοιχη διάµεσο ως Γ Μ 

προς το σηµείο συμ/ετρίας.» (σχήμα ὅ) 

ϐ) (Ως ἄλλες περιπτώσεις ειδικὲς που 
ποοκύπτουν ε πιο άμεσο τρόπο, εἶναι { 
αναζήτηση) για το πότε το παραλληλόογραμο 
εἴγαι ορθογώνιο, πότε ρόμβος και ποτε 
τετράγωνο εἶναι µια κίνηση που απορρέει απὀ 
ζην επιτυχή αποδειζ, 1. κάποιο 


ἳ Σχήµα ὅ 
αφαστοχασμο. 


1 


Ο συγγραφέας της παρούσης εργασἰας, προσέθεσε άλλη µια απὀδειξη στην προσωπικῆ του συλλογή αποδεϊξεων ὁτι «Ἠ διάµεσος 
τραπεζἰου ισούται µε το ημιάθροισµα των βἀσεών του» την οποἰα έχει ξεκινῆσει απὀ το ....Ι υμνάσιο (προ τεσσαραχκονταετἰας 
τουλάχιστον) και δεν την ἔχει ολοκληρώσει ακόμη, φοβούμενος ὅτι «όλο και κάποια ἀλλη πιο απλῆ απὀδειξη θα υπάρχει που δεν την 
έχει σκεφθεὶ ακόμη» 
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2.2. Υπάρχει µια ἀλλη γνωστη πρὀταση που λεει ὁτι «το εμβαδὀν ενὀς 
τετοαπλεύρου, ισούται µε το ημιγινόµενο των διαγωνίων του, επἰ το 
ημίτονο τῆς γωνίας που σχηματίζουν» (Ηἰναι συμπληρωματικὲς και έχουν 
ἴδιο ημἰτονο) Η απὀδειξη της πρὀτασης εἰναι απὀ εχείνες τις φοβερές 
αποδεἰξεις του τύπου «Φέρω, αυτό χι αυτὀ, παρατηρὠὼ αυτά και 
απεδεἰχθη)» Η διδακτική των Μαθηματικών, λέει ότι «για να λύσεις µια 
ἀσχηση, θα πρὲἑπει ποὠτα να έχεις λὺσει µια παρὀμοια-ανάλογη 
ευκολότερη» Η Ευκλείδεια θεώρηση της απὀδειξης λἐει:« Απὸ τις 
τέσσερις χορυφές του τετραπλεὺρου, φέρω παραλλήλους προς τήν 
διαγώὠνιο . δημιουργείται ἑνα µεγάλο παραλληλόγραμμο Ἆαι ἀλλα τέσσερα 
μικρά παραλληλὀγραμμα, απὀ τα οποία τα µισά εκάστου, συνιστοὺν το 
τετράπλευρο και ἆρα το τετράπλευρο ἐχει εμβαδὀν το µισὀ του 
παραλληλογράμμου» και κάπου εχεἰ τελειώνει ἢ απὀδειξη. Ας δούμε πὼς 
θα μπορούσε να το αντιμετωπίσει ἑνας μιχρὸς παταρτισµἑένος ερευνητής: 
Α) Να σκεφθεἰ ότι ο τύπος για το εμβαδὀν συναρτῆσει των διαγωνἰων, δεν 


μπορεὶ να εἶναι ὁιἜ ὃ, αφού µῆπος και μῆκος κάνει μῆχος και όχι 


εμβαδὀν, οὗτε ] , αφοὺ µήχος δια μῆκος χάνει καθαρὀ αδιάστατο 

2 
αριθμὀ --λόὀγο κτλ Ο µαθητῆς μπαίνει για πρὠτήη φορά σε µάθηµα 
1 εωµετρἰας σε λογικη ελέγχου τὺπου απὀ ἀποψη διαστάσεων, ποἀγµα που 
εἶναι στην καθημερινή λογική της Φυσικῆς, ὀχι όμως και της 1 εωµετρίας. 
Ὦ) Μπορεἰ ο µαθητῆς να εχτελέσει πειραματικἁἀ τον αλγόριθμο που 
επἰσης χοήσιμοποιεἰτα ικαθηµερινἀ στις πειραματιχκὲς επιστηµες, αλλά 
ὀχι στην Γεωμετρία, ὁτι «όταν αναζητὠ σὐνδεση ενὸς µεγέθους Α 
συναρτήσει ἄλλων, β.γ. δ.... τα διατήρω όλα σταθερά και «πουνάω» 
(μεταβάλλω) µόνο το ἑνα το β χαι βλέπω την γραφική του παράσταση 
Α(β) . Ἔπειτα διατηρὠ αυτὸ σταθερὀ και τα υπόλοιπα χαι χουνάω ἑνα 
ἀλλο χαι παρατηρὠ την µεταβολή του μεγέθους Α/(γ), κ.ο.κ. Ὢτο 
συγκεκριµένο πρὀβληµα, µε την βοῆθεια του λογισμικού 5ΚκείςΏρας, 
μπορεί να μεταβάλλει την µἰα διαγώνιο και να βλέπει την µεταβολή του 
εμβαδοὺ του τετραπλεύρου. Η µεταβολη αυτη, δίνει ως γραφική 
παράσταση ευθεἰα γοαμμΊ, ἁρα βγαίνει η βάσιμηΊ εικασἰα ὁτι ο τῦὖπος 
εἶναι της µορφής α-ὃι:ὃ, ὁπου α 
χάποιο αδιάστατο μέγεθος. 
1) ἨὩφαρμὀόζοντας την γραφική 
παράσταση της μεταβολἢῆς του 
Ἠμβαδοὺ συναρτήσει του µΏκους τις 
µιας διαγωνίου, λαμβάνει µια εικόνα 
όπως φαίνεται στο Σ.χῆμα 9. Το ὃ 


αυξοµειώνεται καθώς χινὼ το |, χα ιτο 
εμβαδὀν ΓΗ, δίνει µια εικόνα νέφους αν χινὼ 


ταχέως η συνεχοὺς γραμμής σε βραδἰα 





πἰνηση του!|.. Υπάρχει σαφὲς ὀριο µια 
ευθεία Ἆαι το ὀριο της ευθείας διαγράφεται 


Σχήµα 9 Καθώς κινείται το ὃ χαι Μεταβάλλεται το Εῤαδόν 


(κίτρινο µέρος) βλέπουμε, ὅτι έχουµε ἕνα νέφος σημείων και ἕνα 
ὅριο Ίμας ευθείας. 
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όταν κινούµαι σε κάθετη θἐση ως προς τὴν ὃ,. Εκεί ο µαθητῆς έχει εναλλακτικες 
σκέψεις, που πρὲἑπει να εἶναι σε θἐση να χάνει (µε τις υφιστάμενες πρακτικὲς σε 
διδασχαλἰα, σε λογικη αναλυτικὠν προγραμμάτων και πυρἰως εμπειριών, μάλλον 
δεν μπορεί) Όμως θα έπρεπε να ταν σε µαθήσιακη ετοιμότητα να µπορεί να δει 
πάποια απὀ τα παρακάτω, ὁτι δηλ. το νέφος αυτὸ : α) Δεν παριστάνει συνάρτηση 
μονότιµή, απ αυτές που γνωρίζει. β) ο τύπος α.δ-ὃ, εξακολουθεἰ να ισχύει ως 
εικασία χαι το α του τύπου, εἰναι μεν αδιάστατο μέγεθος, αλλά ὀχι υποχρεωτικἁ 
σταθερὀ. Τα μόνα αδιάστατα μεταβλητά μεγέθη που γνωρίζει ο μαθητής εἶναι οι 
τριγωνομετρικὲς συναρτήσεις. Μέγιστο στις 90’ (κάθετη σχἐση των διαγωνἰων) 
έχουµε µὀνο στο Ἰὐμίτονο. Μπορεί τὸτε να σταθεροποιΏσει τα δι και ὃ, κατὰ 
μέγεθος χαι να δει την µεταβολή 
του Πμβαδοὺ, συναρτῆσει τής 
γωνίας εἰτε του ημιτόνου τῆς. Αν 





δ1- 8835 
' Εβαά ΑΡΓΑ - ο 1δ ας: 
τυχόν εργαστεἰ να κατασκευάσει 
πύχλο µε πἐντρο το Α και ακτίνα 
ΑΓ, µετο Τ να κινείται στον πύκλο, 
έχουµε το σχήμα 10 . Πάλι δεν τ | α 
έχουµε εικόνα συνἀρτήσης, αλλά | 
μεταβολής του ΗἩμβαδοὺ μεταξὺ 
µιας ελάχιστης θἐσης χαι µιας [ 
µἐγιστής που αντιστοιχεί σε κάθετη 





θέση των δι και ὃ, , ενώ στην ΙΩΝ να 
Σχήµα 10: Το δ) εἶναι σταθερό «Φέσει µεγέθευ» ενώ το δὲ µόνο µεγέθει 
ελάχιστη, σε κάποια αλλοἰωσήη του και λαμβάνει όλες τις δυνατές θέσεις καθώς περιστρέφεται περί το «4. 
σχΏµατος , καθως το σχΏμα σε 
διάφορες θέσεις γίνεται εχτὸς απὀ τετράπλευρο, τρίγωνο, δύο τροἰγωνα, μη χυρτὀὸ 
τετράπλευρο και αντιστρόφως. Σε κάθε περἰπτωση, τα δι και ὃ, εἶναι σταθερά 
χατὰ μέγεθος χαι η παρουσἰα µιας 
τοἰτής μεταβλητής (γωνία Ἠ - Εμβαδόν ΑΗΓΑ-- 60.16 εκ” 
τριγωνομετρικὀς τής αριθμὀς) 
πρέπει να μπορεί να εικασθεἰ 
τουλάχιστον απὀ ἑναν µαθητή που 
έχει συνηθίσει να εργάζεται σε 
ανακαλυπτικὲς λογικὲς. Φαίνεται 
µια συνέχεια ανεξαρτήτως σχΏμµατος. 
Φαίνεται δηλαδη η ολότητα, που 
περιέχει όλα τα γενικἀ και ειδικά 





σχΏµατα, καθώς απὀ την µἰα θέση 


η ) Σχήµα 11 Το ΕΙ) διαγράφει την καμπύλη, Καθώς ὃ2--ᾶ κατά θέση Και /έγεθος 
στ ην ἄλλη υπαρχει ομαλή σ ὑνεχης ενώ δι--ῶ ᾖ/όνο κατά έγεθος, καθώς το δΙ περιστρέφεται περί την τοή των 


! ! : διαγωνίω». Η καμπύλη διαγράφεται δύο φορές σὲ κάθε πλήρη στροφή του [., 
διαδοχη. Δναπόφευχτα, επιβάλλεται αμ ά κ Ίρή στροφή 


τρὀπον τινά χαι η διερεὐνηση αυτὼν των περιπτωσεων, πἐραν της εχφωνήσεως του 
προβλήματος, ας Ίταν και η δεδομένη εχφωνηση «ανοικτη». (μιλούσε µόνο για 
τετράπλευρο, ενὠ τυχαία αλλά σίγουρα, στον δυναμικὸ χειρισμὸ εμφανίζονται 
όλες οι ειδικὲς περιπτωσεις. 
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Αν αντἰ του Α ως κέντρο κύκλου , λάβει το σηµεἰο τομή των διαγωνίων χαι ως ᾧ 


ονοµάσουµε µἰα γωνία των διαγωνίων δι χαι ὃ,., τότε ως Ἠ(μἐτροφ) 


λαμβάνουμε µια καμπὺλή του σχΏµατος 





12, απ ὁπου μπορεἰ να προκύψει χαι ως ε δ1- 6ὔ8εκ 
| | δλ --20.11 εκ. 
εικασἰα οτύπος ΕΞ-/ῤ-:δι-ὸ,':ημῳ . : δε δλημίμέιρα ΑΣ) --1394.09 ας: 
η η ) | : Δ Εμβαδόν ΛΗΓΛΞ: 6708 εκ2 
ὁπου β πλέἐον µια σταθερἀ η γραφική : 


παρἀσταση τής μεταβλητής 

(χιΦ)--( ὃι -ὃ, Πμς, Ἐ ) δίνει ευθεία, η 
πλἰση τῆς οποἱας εἰναι σταθερή 0.20 δηλ. 
το Ψ2 του τύπου. (δυχήµα 12) 

Φυσικά για να το κατορθώσει αυτὀ ἑνας 
µαθητῆς, θα πρέπει να έχει μάθει να 
ασκείται σε ἑνα τέτοιο τρὀπο προσέγγισης, 
ο οποἰος κατὰ τα χρατοὐντα, ειωθότα χαι απο σα ορ 


πραχτικὲς, ποοσο µοιάζεται με τρὀπο πεταβάλλεται καθ΄ οιονδήποτε τρόπο (δηλ. το Ι;, περί τον κύκλο και το 
εργασίας σε µια εογαστήριακη ἀσχκηση ὃ2 αυξοµειούµενο, το (χ,ῷ)Ξ-(διδρη0,Ι:) µεταβάλλεται σε ευθεία 
Φυσικῆς γαι χαθόλου Μαθη ματιών. }οαµµή µε κλίση 0,20 και ο τύπος ΕΞ-1/2 διδ2ήµρ, έπεται αµέσως. 


Ῥεβαίως µια εξ αρχής τριγωνομετρική 
προσέἑγγιση, μπορεἰ να εξάγει τον τύπο 
απὀ τριγωνομετρική σκοπιά χαι να μην 
χρειαστεἰ αυτή η προσέγγιση. (ὁ χημα 
14) Εκτὸς απὀ την προσέἐγγιση της 
λεζάντας του σχΏµατος υπάρχει χαι η 
Η--(ΟΔΕΒ)Τ(ΟΡΙ)ΓΟΑΔ)ΤΓ(ΟΔΙ)-- 
νο (ΟΑ)(Οβημφ{ 2(ΟΑΔ)(ΟΔηµίπ- 
Φτ2ΟΔΒΔΟΙημΦΤ 
(Οἱ Ὁημίαφ) -- 19 
ημφ[ΟΔΙΟΡ)Υ(ΟΔΙΟΔΤ ο 
(ΟΔ)(ΟΙΡΕ (ΟΙΩ(ΟΒ)Ξ 1, . 
ημφ[ΟΑ(ΟΡ{ΓΟΔ)ΤΓΟΙ(ΟΔ{ΓΟΡ)|-- 
νο ημφ [0Α δ, ΞΟΓδ.] 1/2 ος 
Ἰμφδ(ΟΛΤΙ)Ξ: 72 ὃ,διημφ 
ΔΑ) Στον δυναμικὸ χειρισμὸ του σχΏµατος 
έχουµε τις περιπτώσει, κατὰ τις οποἱἰες το 
τετράπλευρο εχφυλίζεται σε τρίγωνο. Ἠκείὶ η πιο 
ενδιαφέρουσα εἶναι και Ἠ πιο ειδικΏ ὀπου έχουµε 
στο σχΏµα 195, το Δ να ταυτίζεται «σχεδόν» µε 
το Α και οι αντἰστοιχες γωνίες και πλευρὲς Ίτοι 
ὃ, ΞΑΤΞ ΔΓΧαιδ, Ξξ ΑΒΞΔΒΡ Ηκεἰ, οριακἁ 
εἶναι γνωστὸ για το τρίγωνο, ὁτι ισχύει ο τύπος 
Ει-- Υ2 διδ.ηµ.Λ. Ἠκεὶ πρὲπει να δει ο µιχρὸς 
ερευνητῆς ὃτι ΑΞΑΞΦ, ὅπου φ η γωνία των ο. 5 
διαγωνἰων. Π απειροστικἩή µατιἀ δεν εἶναι κάτιπου  σεδόν ταντζεται µε το 4 αἰλά διατηρείται το 
συνηθίζεται στην Ηυκλείδεια | εωμετρία µέχρι Ὃ ο. ο... 
για τα τρίγωνα ότι το Ἠμβαδόν ισούται µε το 


/1ΨόΜΕΥοΟ δύο πλευρών επί το Ί/µτονο τῆς 
περιεχοµένης γωνίας. 





1 1 
.. (ΟΔημΦ{ΟΒηµΦ)Ξ 5 δ(ΟΑΔΟΒ)ημΦΞ- 
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σήµερα, αλλά πλέον η δυνατότητα αυτή, εἶναι διαθέσιμη και παιδαγωγικά 
αξιοποιητέα. 

Ἡ) Μια ἀλλη ειδικἩ περἰπτωση οριακη, μπορεί να επάἀγει και ἑνα εἶδος γενἰχευσης 
του Πμβαδοῦ τριγώνου ως «ενα δεύτερο βάση επἰ ὑψος σε «ἐνα δεύτερο βάση, 
επἰ το µηχος οποιουδήποτε τμΊματος απὀ την απέναντι χορυφή χαι τέµνοντος 
την βάση επἰ το ημίτονο µιας γωνίας που σχηματίζει µε την βάση» Αυτή η 
γενἰπευση για το εμβαδὀν, παρ ὁτι αδὀκιµη, 
εμφανίζει τον χλασιχκὸ τύπου ως ειδική περἰπτωση, 
αφού στην ειδικἠ θέση του ύψους ἐχω ημοθ-Ξ1 
χαι ο τύπος ισχὺει ειδικα. 

Στ) Νἴια θεώρηση που συνδέει το προηγούὺµενο 
παρἀδειγµα µε το παραλληλόγραμμο απὀ τα 
µέσα τετραπλεύρου χαι το εμβαδὀν του 
συναρτήσει των διαγωνίων του, εἶναι στο σχΏµα 
15. Το σηµείο τομἢῆς των διαγωνἰων, ορἰζε ιά 
τοίγνωνα µε χοινη κορυφή, έκαστο των οποἱων 
χωρίζεται σε 4 ἰσα τρἰγωνα λὀγω των µέσων χαι 





των σχέσεων παραλληλίας που υφίστανται. Ἠπειδή 


το χόΧΧΙνο παραλληλὀγραμμο ἐχει εμβαδὀν 


ΣχήµαΙ2: 


συναρτήσει των πλευρων του ρἳ «στ Ώμφ. το τετράπλευρο λόγω των ἰσων ανά 4 


΄ 


τριγώνων, θα έχει διπλάσιο, ὁ.ἱ.. 


4. Συμπεράσματα απὀ την διαπραγμάτευση των δὺο παραδειγµάτων 
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ΓΣΠΙαραδείγματα αναφορών - βιβλιογοαφίας 


Για τη βιβλιογραφία -- αναφορές θα γίνει χοήση του προτύπου τῆς 
Λ.ΝΙ.»., όπως περιγράφεται στη συνέχεια του παραδεἰγµατος. 


ο. Αἶἰαπ δοΚκα [2] προτεϊνει το βιβλίο των Ῥουτρακί [1] για µία καλη 


εισαγωγή στη θεωρία συνόλων. 
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Διευκρίνιση εννοιὼν του 
Απειροστικού, µέσω 
παραδεινµάτων 
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κ. 
ο οσο. 





Εισήγηση: 


Γιάννης Π. Πλατάρος 
Μαθηματικός-Μ.Π.Ε. στην Διδακτική ὃ Μεθοδολογία των Μαθηματικὠν 
Α/ντής Ίου Γεν. Λυκείου Μεσσήνης. 


Τα περισσότερα παραδείγματα υπάρχουν στην περιοδική έκδοσ 


το ὢ 


Νοέμβριος 20085 (Τεύχος 5) 








ΓΣεριοδικ ἐχδοση επικοινωνἰας και διαλόγου στα 
Μαθηματικά 


Υπεύθυνος έκδοσης 





Β.Ε. Βισκαδουράκης 








Γ΄ Δεν εἶναι ἄληθες, Κάθε ἀρρητος, εχει πράγματι µονοσήµαντη 
δεκαθική αναπαράσταση, την οποία όµως γνωρίζει μόνον ο ...Θεος Όσον 
αφορά ὅμως τους ρητοὺς ἐχοµε, οτι κάθε ρητος, έχει δύο. ισοδύναμες 
δεκαδικες αναπαραστάσεις, 1αραδείγµατα: 

.2Ξ149000.. ή 1722999999009....1124 

Μ απὀθειζη των παραπανω, µπορεί να γίνει είτε µε μαθηματικά της Β' 
Γυμνασίου εἰτετης Β΄ Λυκείου 
λ.χ» Αν αΞξ]θοθθθ.... τότε 

Ιθα-19.99000 «9 θα-]1δ.00000.. 9 αξ2 Ἠ 


0 
- 99, πο 
ρα αυ μμ. 
ιο 1ο 1) -- 10’ 


1/ 


Είναι αληθές ὀτι οι πλέον συνηθισμένοι ρητοἰ αριθμοί που υπάρχουν εἶναι 


οι δεκαδικοἰ τερµατιζόµενοι που χρησιμοποιούμε στην καθηµερινἠ µας 
ζωὴ; 





(α.2” 5) 


“Σχεδον ολοι” οἱ ρητο!ι, 
εἴναι δεκαδικο( περιοδΙιΚοΙ. 





κάποιες ερωτήσεις πάνω στους 
αριομούς: 
» [Ιοἱος εἶναι ο επόµενος ακέραιος του 5; 


» [Ιοίος ο επὀµενος ρητός του 1 


2 
ΔΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ 


(απόδειζη µε απαγωγή σε άτοπο) 


Επιστηµολογικό εμπόδιο. 
Όλοι συνήθως εικάζουν ότι κάποιος υπάρχει, 
που ὃεν μπορούμε να προσὸιορίσουµε! 


Όχι όµως και ότι ὃεν υπάρχει. 





Μια εξελισσόμενη εικόνα για τους 


αριθμούς: | 
Αν εκλέζω 1 τρις ρητοὺύς από το (0,1) , τότε η 
πιθανότητα να επιλέξω δεκαδικό τερµατιζόµενο 
είναι 0 
Αν επιλέζω Ί τρις πραγματικούς από το (0,1) 
τότε η πιοανότητα να επιλέζω ρητό εἶναι 0. 
Αν απὀ το (0,1) αφαιρέσω τους ρητοὺς του και 
τους αλγεβρικούς του (άπειροι αλλά 
αριοµήσιµοι) πάλι θα έχει µήκος Ί. 
Αν από το (0,1) αφαιρέσω το σύνολο του (ΟαΠΙΟΙ 
(υπεραριθοµήσιµο) πάλι θα έχει µήκος Ί. 


[ΕΣ ΣΥΝΑΡΊΗΣΕΙΣ 
Εάν δὺο συναρτήσεις ἔχουν ταυτόσημες αναλυτικές εκφράσεις [: τὐπους) 
είναι ίσες; 
Απήντισι: Όχι απαραιτήτως, π.χ. 
{0 Ξ 2χ1 1911 και οί) Ξ 2-1] 
Προφανώς {6 αφοὺ 2(/) 2/8) 
Εάν δύο συναρτήσεις έχουν διαφορετικές αναλυτικὲς εκφράσεις (: τὐπους) 
εἶναι πάντα διαφορετικές; 
Απήντισι: Όχι απαραιτήτως, Π.χ. 
Γ0)-2ὰ/(-1 091) και εί) Ξ 2 ΙΙ) 
Ισχύει { - σ, ενω οι αναλυτικες εκφρᾶσεις εἶναι δίαφορετικες. 





Απήντῄση. Όχι απαραιτῆϊῶς, Π.χ. 


Αν [9 Ξ 
ἴοτε [(1):61)Ξ0) ὕχεΚ γωρὶς καμία να εἶναι σταθερῆ 


ϐ αν α΄ άρρητος ο να. ἄρρητος 
Ημ 
| αἱ α΄ ρηις ϱ τν α΄ ρήτος 

ΕπΙΠλεον, Το αντιπαρᾶθειγµα των {,σ εἶναι τετοιο ὥστε να πληροί και 
την επιΠρὀσθετη προὔποθεση ὁτι «δεν υπάρχει υποδιάστηµα στο πεδίο 


ορισμού τής [ εἶτε της 6 ποὺ ϱ περιορισμὀς της { ἡ της ᾳ αντιστοίχως, να 
εἶναι η µηδεγική συνάρτηση». 


Να αποδειχθεί η ισχὺς ἡ η µη ισχὺς εν γένει, των ισοτήτων: 


ϱ) /ο(ϱ11)5 {6 /9ἡ 

κ ο 

που /,σ,Π:συναρτήσεις κ -υΜ. 
Απήντηση: Ἡ α) δεν ισχύει πάντα, ενώ η β) ισχύει πάντα! Πράγματι 
α) Αν θεωρήσω: [() κ”, 51, σ() Ξ Ι. Τότε 
Γο(ς τΙ)()Ξ [(εα) 9) Ξ 0525254 


ία «ο []ο)-(ς «ΜΚΓῶΞ(ϱ 1 αὴ)Ξ εα)) Κι ΞἩ ΙΙ 52. 
ϱ) Ἰσχύει παντα; Πράγματι, τὰ εδ, έχουμε; 
[ο 


)Ξ 
0) ε(/α) 1 πϱ/ 0) 5/11 6) 18) 





Να αποδειχθεί Οτι όλες οἱ παρακάτω προτάσεις εἶναι ψευδείς; 
() Αν [πι /α)- (τότε []κ]-{, 


4 -ὰῃ 


1) Ανη δεν ορίζεται για 151, τότετο [ῃι /{1) δεν υπάρχει. 


. -ὰῃ 


(1). Αν Ἱπι / 0 Ξ Και [ῃῃ σ[α) Ξ ο, τότε [ῃῃῃ πμ. - σ[ι) -, 


." -ὰῃ λ -ὰῃ .! ο ὰῃ 


(ν) Αν ἵπι /{ 


) Ξ {τότε Και Πῃῃ / ο Ξ{, 


1-2Χῃ 1-2ὰῃ 





() Αν [{α)«ε[α)ια όλατα χ που ανήκουν στο κοινό πεδίο 


ορισµούτους, [πη /[α)Ξ (,καὶ Ππι εἰα)Ξ! 


λ ο λὰῃ εἲ -ὰῃ 





ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


Να αποδειχθεί ότι η παρακάτω πρὀταση εἶναι ψευδής: 
«Αν µια συνάρτηση {εἶναι ασυνεχἠς στο αῃ τότε Και ϱ περιορισµὀς της { 





σε Κάθε διάστηµα που περιέχει το αῃ θα είναι επίσης ασυνεχήο». 


Απήντησι: Για τη συναρτηση β 
-ι αν ««θ ο ο | . 
' | εχῶ Ἠπι [10 Ξ -ἰ πι [(9/Ξ51Ξ /(0). 
| αν χου 10 το) 


Δηλαδή η { ὅεν εἶναι συνεχἠς στο αι Ξ9, αλλά αν θεωρήσω τον περιορισμό 
σ.- | 10.159) εχω οτι 

πῃ σ(α) Ξ]|Ξ σ(θ). 

1-0 


Επομένως, η προταση εἶναι ψευδῆς. 


Υπαρχει παράδειγµα συναρτήσεωςπου δεν πληροίτις συνθήκεςτης 
υποθἐσεώςτου Θ. Βο]ζᾶπο, «στον μέγιστο δυνατὸ βαθμό» ενὠ παράλληλα, 
πληροί το συμπέρασμα, επἰσης «στον μέγιστο δυνατὸ βαθμὀ». 


Απάντηση: «Ἰδανικὸ παράδειγµα» αποτελεί η συνάρτηση του Γ/ΓίςΠΙ6ί. 


| | .. 
/: (8) ' .. | ορισµενη στο |α.β], µε α,β Εν. 
. αν α΄ ἀάρρητος| 





ἱ. αν χα ρητὸς 


Γι΄ αυτὴν ισχύει; 

. /(:/20ναβεΚ (Δηλαδή η άρνηση τῆς συνθήκης 
/(α):./(0)ς0) 

ο Ἡ {ασυνεχής να, ε[α.β] (Δηλαδή δεν εἶναι συνεχἠς οὔτε σε ἑνα σηµείο 
τοῦ πεδιοῦὺ ορισμοὺ της , αυτὸ απαιτεί τον ακολουθιακὀ ορισµὀ της 
σύγκλισης και εκφεύγει των πλαισίων της Γ΄ Λυκείου) 

Ως αντίστοιχο «συμπερασμα» εχουμε οτι η {(4)Ξ0 εχει ἄπειρες ρἰζες στο 

πεδιο ορισμούῦ της και μάλιστα υπεραριθµήῆσιµες! 

Μάλιστα, και το πεδίο ορισμοὺ µπορεί να εκληφθεί απεριὀριστα μικρὀ 

(δηλαδη ῥ-αςε, τε-»θ) χωρίς να επηρεάζονται αυτά που ισχύουν για την 

αναρτηση αυτη. 





Δίνεται η πρόταση: «Αν η συνάρτηση {, εἶναι συνεχής στο διάστηµα 
[α, ϱ) τότε η [έχει ένα ολικὀ μέγιστο Καὶ ένα ολικὀ ελάχιστο στο (α/)) 


Αν εἶναι αληθής να αποδειχθεί, αν εἶναι ψευδῆς γα αποδειχθεί η 


αναλήθειά της µε Κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 








Απήντισι, Ἐἶναι ψευδῆς, αφοῦ. αυτή Π πρὀταση εἶναι αληθής μονο για 
Κλειστά  διαστῆματα τῆς μορφῆς |αῤ]. [Ἰαράθειγμα, η 


ΕΞ | 
ο -- 
οπτ 


Ένα ἄλλο αντιπαρᾶθειγµα εἴναιη ϱ: σ(1)Ξεφ | ες 1 ἢ οποία: 





Είναι γνωστή η ισχὺς της προτάσεως: «Αν η / εἶναι συνεχἠς στο κλειστὀ 

[α. β], τότε η { έχει ἑνα ολικὀ μέγιστο και ἑνα απὀλυτο ελάχιστο στο 

σα. β].» 

Να αποδείξετε τα εξἠς! 

1) Ἡ προὐπόθεση της συνέἑχειας στο αχ; ε(α.β) εἶναι απαραἰτητη για την 
ισχὺ του θεωρήματος 

2) Ἡ προὐπόθεση της συνέἑχειας στα ἀκρα του διαστήματος εἶναι επίσης 
απαραίτητη. 

3) Να εξετασθεὶ αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 





Αν στο γράφημα µίας συνάρτησης υπάρχει εφαπτόµενη σε κάθε σηµείο 


του, τότε η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη παντού; 
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ἛἜνας Φοιτητῆς, επικαλουµενος το προηγουµενο παραοσοειγµα, εχει τη γνώµη, Οτι η εννοια 
της παραγώγου είναι «ανεπαρκώς ορισμένη». Ισχυρίζεται ότι θα πρέπει να βρεθεί ένας 
τρόπος, ὠστε για Κάθε συνάρτηση (όπως και για την Τ(Χ)ΞΧΛ(1/9) ) να υπάρχει η έννοια της 
παραγώγου σε κάθε σηµείο της, εάν και µόνο εάν υπάρχει εφατπτόµενη ευθεία σε αυτό το 
σηµείο της. Ισχυρίζεται, ότι µε αυτό τον τρόπο καλύπτουµε την παραγωγισιµότητα της σε 
κάθε σηµείο της, πράγµα που έρχεται σε απόλυτη συμφωνία µε την γεωμετρική εποπτεία 
και την αίσθηση του «λείου» γραφήµατος 


Υπάρχει αντιπαράδειγµα που να κλονίζει την πίστη και τους ισχυρισμούς του φοιτητή, 


πο” τι 


ο ασο 
Στο σηµείο 0 υπάρχει μοναδική 
εφαπτομένη του διαγράμματος 
της συνάρτησης ο ἁἄξονας 
καθώς /΄(0)----οο,[(ὃ)-- --οο. 
Ἠδω και υπάρχει μοναδικὴ 
ευθεία εφαπτομένη (µε την εκ 
Ὀεξιων και εξ αριστερών 
έννοια), αλλά ὃεν έχω κατ΄ 
ουδένα τρὀπο «λεία συνάρτηση», αφοὺ στο 0 έχω µια ένωση δὺο οιονεἰ 
«κερατοειδῶών γωνιών». ΙΙαράγωγο στο 0 ὃεν έχουμε, πράγμα που συμφωνεί 
μετην εποπτεία και αντιβαίνει στην ιδέα της μοναθικῆὴς εφατπτοµένης ευθείας. 
Αξίζει να σημειωθεί, ὁτι στο 0 ὃεν υπάρχει οὗὐτε «κατ΄ εκοοχἠν» παράγωγος, 
αφοὺ οι εκ δεξιών και εξ αριστερών οριακέὲς τιµμὲς της παραγώγου εἶναι --οο 
και --οο αντιστοίχως. 


Το θεώρημα Κοιῖο έχει ως εξἠς «Αν η Γ συνεχἠς στο α,β] και 
παραγωγίσιµμη στο ία, ῤ ) και αν { (α) -- (ῤ ), τότε 3 ἑνα τουλάχιστον ὁ του 
(α,β), ὧστε { (ὅ)--θ». 


Να αποδεἰξετε µε χρήση τουλάχιστον αντιπαραδειγµμάτων τα παρακάτω: 


(4) Η προῦὔπόθεση της συνέχειας εἶναι εντελώς απαραίτητη. 
(1) ἩΗ προὔὐπόθεση της συνέχειας σε κλειστὸ διάστηµα εἶναι εντελώς 
απαραἰτητη. 


(1) ἩΗ συνέχεια πρέπει να εἶναι α, ρ και ὀχισε διάστηµα ία, ρ ) ἠ α, ο] ). 

(ν) ἩΗ παραγώγισιµμότητα στο ία, ῤ )εἰναι απαραἰτητη. 

(ν) Η συνθήκη /(ία)- Γ(β)είναι απαραίτητη. 

(νι) Οι συνθήκες του Θ.Κο[]ο εἶναι ικανές για να ισχύει το συµμπέἑρασμα, 
αλλά όχι και αναγκαίες. ὁ 








«Αν µία συνάρτηση Γείναι παραγωγίσιµη σε διάστηµα δΔ και 
γνησίως αὔὐξουσα σε αυτό, τότε Τ(Χ)20 για κάθε χ που ανήκει στο 
Δ)». 

Να αποδείξετε ότι η πρόταση είναι ψευδής. 


ἳ {(α) -- χ συν  χ/ΙΝ 

' Σία 
Ππῃ ) οι 

- Ππῃ (Ε(α)--λκ) -- Ππῃ συν κ 





χ--λ-Γοο χ--»-οο 











. ο . . ω 
Το Ἱπτα --- Έπαητετι πτης ορ μρτς π-- Ἕς στι 
πα Ἑδα ιν, 
. 1 
κ ημ-- Ἴημτ α 
11ττι Ξ- 11ττι ο. Ξυ0. 
π-ο  Ἑνρα π.μ. Έα 1 
-ᾱ- 
απ 34 





ν ..ι 
κ΄ ημί ο. 
ή γραπτή παράσπασαι τις σον άρμπτισας πα ος σε πα πεεπσισντ τωοῖ Ἠπιῶὔενος 
Οπεστν Ἑ σει Ἐπεωππικα ραῖνσπαι τι ππεσαρατ τπωοτν σ/ή απο. | 
1 1 1 1 
αι τμ. σ- « ππημι ---- ο τς -- 
ώ -ᾱ. . --. - 
Ίπττι τσ. Ξ Ἱττιι - .. 
π.μ  [εφρος} αι ΝΟ 1 
σον ας 
ώ ππιμι.--- στων ο. Ίπτιι στον --- 1 
Ξς Ίΐττι στ 1ΐτα κ --ο- 555 1 ΐτι σον --- 
ας ---α 1 ας --9ὴ 1 1 πε - α 


Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα γα αποὺειχθεί το ψεύθος της παρακάτω 


προτασεως . 
νεΞ/[ τοτε και μα). ϱ, 


τν ο(ν 





«ΑΝ 0: {, ϱ εἶναι Παραγωγ! 


Απήντις, θεωρώ []-α, εμ]- 11. 
τοτε -υ δι τς Ξ0 και -- --- 
{29 σα] οὐ 1] | ο 6 | ο] 


Επομένως η πρὀταση εἶναι ψευδής, Όπως δείξαμε Καὶ στο προηγούμενο 
παράδειγµα, αληθής γεγικά εἶναι αντίστροφη πρὀταση 








Στο Χηξθ η κυρτότητα αλλάζει εἰἶδος, 


π] 
1 | 
αφού {[ (α)-ό1ν ων, ... (δεν 
2, κ ΡΕ 
υπάρχει η {Γ (0), αφού δεν υπάρχει 2 
καιη Γ10))και Γ (α)«0 σκςθ, ενὼ 
{9-0 νκ-ο. 
Στο Χο θ0έχω δ, (0) --- και μ- ε' 1 
Γω-.ο. 
Έτσι, Χρ 0δεν Όπάρχει 


εφαπτομένη και επομένωςτο ας Ξ 0δεν είναι σηµείο καμπής. 


Ὑπτιάρχει περίπτωση, εκατέρωθεν ενος σημείου Χῃ, µια συνάρτηση { να ἐχει 
αλλαγή κυρτότητας και ανα µην εἶναι σηµείο καµπἠς διότι το αι 6 Ω(Τ). 


Για παράδεγµα η Ἅᾖ{[α)- Ξ /{Ε, οία)- . και ᾖΓ(α)-οσκ-ο, 
Χ ., 





ΑΣΥΝΜΠΙΙΠΙΟ1ΗΣ ΣΥΝΑΙΥΙΗΣΗΣ 





Απάντηση: Αν { ο - κ συν ασ Ε, τότε 





ρω πμ χΓσυν-κ 





- .” χ--δ.σο .” 
, ., συν χ | .. 1 Γσυν2αχ . ὁ 
μὴ - ο. 


Ξ-]ειοιγθ-1] 





Όμως ἥπι (Γ{α)-- Λκ)-- πι συν΄κ. Το 
ἈΓΟ 


τελευταίο ὁριο δεν υπάρχει, διοτι αν θεωρήσω α,Ξ2ηήπ-»-ο, τοτε 
ἥπι συν΄κ. - Ἡῃῃ συν΄2ηπ-- ων 1” -]1,ενωαν 


Πο ΗΠΓοὉ Πο ος 


γ, 2η ὸ Ἴοο, τὸτε Ἠῃῃ συν’ ν, Ξ Ίπι 0-0. Δηλ. στο «οσοη συνάρτηση 
Η”-ΓοὉ 


Μος 
συνχξ , κυμαίνεται συνεχώς μεταξύ του Ἰ και του ϐ , χωρίς να ει 
πουθενα. 


Ἔστω συνάρτηση ἵ "[α,β]-»ΝΒ συνεχής. 
Τότεῃπο α είναι θέση τοπικού ακροτάτου 





(Β.1(Ρ)) 





(α.1(α)) 


Γεωμετρική -εποπτική προσέγγιση: Οσοδήποτεκοντάστοα, ἠη ἴθα 
σχεδιάζετέι: ἡ προς τα πάνω (άρα θα έχω τοπικό ελάχιστο) ἡ προς τα 
κάτω (άρα θα έχω τοπικό μέγιστο) ή θα σχεδιάζεται οριζόντια , άρα πάλι 
(υπό την ευρεία έννοια) θα έχω ακρότατο 


1 11ο δν. µε Γ(α) 


χ΄ημ-- Ἴ 
ϱ, 


χ246 


χο 





Η έννοια της ασύµττωτης ευθείας σε 
συνάρτηση και τα προβλήματά της 


Ππα{ (α) (κε) Ξ0 


Η συνήθης μετάφραση -γεωµετρική ερμηνεία της παραπάνω 
συνθήκης του ορισμού, βοηθούσης και της ετυμολογίας της 
ἴδιας της λέξης «ασύμπτωτη» (Ξη µη συμπίπτουσα) 


1. Π ευθεία και η συνάρτηση σε µια περιοχή του απείρου, 
ὁ.(Μ , -- Ο0) από ένα Μ20 και πάνω δεν έχουν κοινά σηµεία. 
3. Η ευθεία «τελικά» εφάπτεται µε την {(Χ) στο - «’ 


4. Το γράφημα της ΙΧ), γίνεται «τελικά» στο άπειρο 
συμπτώσιµο µε την ευθεία. 


|. 
χε- εἰπχ αν χ-θ 


Το με (ία) χ 
0 αν κΞ«οῦ0 


6 ρ 


»., 


ο -4 - 7 2 4 6 
| ο 


Η ευθεία νξχ έχει άπειρα κοινά σηµεία 
«7 µε την Πχ) σε οποιαδήποτε περιοχή 
7 -4 Ε του απείρου (θετικού ἡ αρνητικού) και 
Ζ «παρ΄ όλα αυτά» είναι πλάγια 
” ασύμπτωτη της ν) σύμφωνα µε τον 
-6 ἵ- ορισμό. 


πλάνη 1: «οι συνεχείς συναρτήσεις σχεδιάζοντα! µε µονοκονδυλιά στο 
πεδ(Ιο ορισμού τους» 


"Αντηπαράδειγµα Ί:ηφ: Π-»Η µε φ(χ)ξ χ2 έχει άπειρο µήκος και δεν 
σχεδιάζεται µε «μονοκονδυλιά» 


πα 


εΑναδιατύπωση της πλάνης 2: «κάθε συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισμού 
σύνολο πεπερασµένου µήκους (:Ξμέτρου) γράφεται µε μονοκονδυλιά») 
Αντιηπαράδειγµα 2 : 


] 
Έστω: { τ[-1.0)τ (01 ον µε [)-- 
η 

µε µ([-1,1)2Ξ2 όπου η Γείναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της 


όµως στο 0 παρουσιάζει «άπειρο πήδημα» και άρα δεν µπορεί να γραφεί 
µε µονοκονδυλιά. 








Νέα αναδιατύπωση πλάνης ὁ: «κάθε συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό 
διάστηµα, γράφεται µε μονοκονδυλιά» 


: 1 χ΄ . χὸ0 
Αντιυπαράδειγµα 3: {16 ]-ΤἙ με {(α) ο) ἩΠΗ - 
ώώ 0, κΞ0 





Δεν γράφεται µε µονοκονδυλιά , αφού έχει άπειρο µήκος (η συγκεκριμένη) ή θα 
μπορούσε να έχει πεπερασμένο µεν, αλλά µε άπειρη ταλάντωση . Επομένως, 
δεν µπορεί να την σχεδιάσει ικανοποιητικά , ούτε άνθρωπος ούτε Η/Υ 


Ἔσχατη αναδιατύπωση 4 «Κάθε συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό 
διάστηµα, έχει «μονοκόμματο» (:Ξσυνεκτικό) γράφηµα 


Αντηπαράδεινµα: Δεν υπάρχει Είναι σωστή η πρόταση......... 


Εν τούτοις υπάρχει κάτι περίεργο που διαφοροποιεί την διαισθητική 
(εξωµαθηµατική } έννοια της 


«συνάρτησης που σχεδιάζεται µε μονοκονδυλιά» 
µε την έννοια της 
«συνάρτησης που έχει συνεκτικό -μονοκόμματο γράφημα» 


Κάθε συνάρτηση που έχει συνεκτικό γράφημα σε διάστηµα, δεν σημαίνει ότι 
είναι και συνεχής σε αυτό» 


Παράδειγμα: 


| 
οεΊη- αν χσῦ 
{1101 µε {(9)Ξ χ 
0 αν κ-ο0 
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Ο ποντικοφαγωµένος χάρτης του θησαυρού! 


Κώστας Ἀρυσαφίδης, εἶχε µεγάλη µανἰα µε τα 
μαθηματικἁἀ αλλά και µε τὴν αποθησαὑριση. Απεβίωσε 
και στην διαθήκη του, άφησε ἑνα χάρτη που 
υποδειχνὺει το µέρος ενὸς θαμμένου θήσαυροὺ. Όμως, καθὼς βρέθηκε ο 
χάρτης σε ἑνα παλιὀ σεντούχι, ηταν σχεδὀν κατὰ το μεγαλύτερο µέρος του κατεστραμμένος 





απὀ ποντικοὺς. Ἐνας παλιὸς φίλος του αποβιὠσαντος που έτυχε να έχει δει τον χἀρτη, 
θυμόταν τα εξης: 

1. ο χάρτης εἰχε τέσσερα γεωμετρικά σχΏµατα στις τἐσσερις γωνίες του. 

2. Γ]άνω αριστερἀ ταν ἑνας πύχκλος. (2.1) 

2. Πάνω δεξιά Όταν ἑνα οροθογὠνιο τροἰγωνο , του οποίου υπήρχε η διάµεσος επἰ τὴν 


υποτεἰνουσα η ΑΜ. (Α.-- 90’) η οποἱα έχει διασωθεἰ. (Σ:2) 


4. Κάτω δεξιά, ταν ἑνα τετράγωνο, του οποἰου ἐχει διασωθεἰ η µἰα πλευρά , η ΔΕΗ (Σ2) 


5, Κάτω αριστερά, ἤταν ἑνα ορθογώνιο τρίγωνο ΗΘΙ (Η- 00’) (4) 
ΓΚαθώς Ίταν ολοκληρωμένα τα σχΏματα, πέντε σηµεἰα ὀριζαν ἑνα πεντἀγωνο. Λυτά ταν: 
{) Το πέντρο του χύχλου στο (211) (πρὠτο σημείο) 
{) Οι δὺο κορυφές των οξειὼν γωνιὼν του ορθογωνἰου τριγώνου στο (ὁ:2)(δεύτερο και τοἰτο 
σηµεία) 
11) Το κέντρο του τετραγώνου του (212) (τέταρτο σημείο) 
ν) Το κέντρο του περιγεγοαµµένου πύκλου στο ορθογώνιο τρἰγωνο ΗΘΙ (πέμπτο σημείο) 
Στο μέσον την μεγαλύτερης διαγωνἰου του πενταγώνου, υπάρχει θαμμένος ο 
θησαυρὸς. 
Μπορεϊΐτε να προσδιορἰσετε το σηµείο του θησαυρού επἰ χάρτου; 





Α΄ Λυκείου 
1 Ιροαπαιτούμενες γνώσεις: 


«1 διάµεσος επἰ την υποτείνουσα ορθογωνἰου τριγώνου, ισοῦται µε το μισὀ τής», «το 
πέντρο του περιγεγροαμµένου πύκλου σε ορθογώνιο τρἰγωνο βρἰσκεται στο μέσον της 


υποτεἰνουσας) . Π χαρακτηριστική ιδιότητα τῆς µεσοκαθέτου ευθυγρἀµµου τµήµατος. 
Ἠνας μαθητής, µπορεί να χρησιμοποιήσει χαι πρὀτερες των παραπάνω γνώσεις (με την 
έννοια τῆς διαδοχῆς στο σχολικὀ Βιβλίο) λ.χ. την πρὀταση « Αν απὀ το μἐσον µιας πλευράς 


Γιάννης Πλατάρος Μεσσήνη 27/6/2005 


ενὸς τριγώνου φέρω παράλληλη προς µἰα βἀση του, τότε αυτή θα διέλθει απὀ το μέσον της 
τοἰτής πλευράς» 

Ε]άντως, σε κάθε περίπτωση, πρἑπει να έχει γίνει διδασκαλία των απλὼν γεωμετρικὠν 
χατασχευὼν µε κανόνα και διαβήτη. 

Ἠπίσης , θα πρὲπει οι µαθητὲς να έχουν Ίδη εξοικειωθεί µε το λογισμικὀ και να μπορούν να 
χειρίζονται ανέτως τα εργαλεία κατασκευών. 


1Ιροτεινόμενο λογισμικό: 
οκείςΏρας (το (αδ:ί δεν επιδέχεται επικὀλληση εικόνας) 


Σχεδιασμὸς τής δραστηριότητας: 

Στους µαθητές που εἶναι μοιρασμένοι σε οµάδες των τριων , δίνεται (σε χἀάθε έἐναν) µία 
σελίδα µε την εχφὠνήση χαι το σχΏμα ενω την έχουν χαι στην επιφάνεια εργασίας µε την 
µορφή του εγγράφου κειµένου. 

Σ]ρέπει να γνωρίζουν ὅτι υπάρχει δυνατότητα αντιγραφἠς και επικὀλλησης του σχΏµατος 
στο 5Κείεραά, ἄλλως τους υποδειχνύεται. Ἠπίσης τους εφιστάται η προσοχή να µην 
παραμορφώσουν «μονόπλευρα» το σχηµα τους (μόνο διαγωνίως επιτρέπεται μεγέθυνση 
σµἰχρυνση. 1 ]άντως η εικόνα ., ηλεκτρονικά εἶναι σχεδιασμένη για να χωρά ακριβὼς σε µια 
οθόνη µε τὴν συνήθη ανἀλυση, αν και η «συνήθης ανάλυση οθόνη δεν εἶναι πάντα ἰδια για 
όλους. 

Μποροὺν να δουλεύουν τήν ανάλυση προβλήματος πάνω στο χαρτὶ και να υλοποιοὺν την 
χατασκευἩ στο περιβάλλον του λογισμικοὺ. 

Ο) διδάσκων μπορεί να χάνει τις κατάλληλες διδακτικὲς του νῦξεις αν δει ότι δεν ποοχωρεἰ η 
πατασχευη 

(Ουσιαστικά οι επἰ µέρους κατασκευές εἶναι τέσσερις. ἩΗ µἰα αφορά την εὑρεση του 
πέντρου του κπὺχλου και η οποἱα θα μποροὺσε να έχει διδαχθεί µε τον παραδοσιαχὀ τρὀπο 
παι να επανυλοποιηθεἰ επἰ περιβάλλοντος λογισμικοὺ. Καλη εἶναι η επανἀληφη. 

Ἁλλη κατασκευἠ αφορά τετράγωνο και θα μποροὺσε κάποιος να την υλοποιῆσει µε την 
χατασκευη απὀ τα προσαρτηµένα εργαλεία ἑτοιμῆς κατασκευἠς τετραγώνου. Ἰξαι αυτὀ 
πρέπει να θεωρήηθεἰ δεχτὀ. 

Ένα παλό που έχει η κατασκευή σχημάτων στο ς«Κείςιρας, εἶναι ότι οι χατασχευὲς αφήνουν 
«ηλεκτρονικά ἴχνη» δηλ. Με επιλογή αντικειμένου --δεξι κλικειδιότητες, παίρνω ὀλη την ιστορία τῆς 
κατασκευῆς (ἡ και µε επιλογή «εμφάνιση των κρυφών») χαι συνεπώς δὺο ευθεἰες που φαίνονται 
πάθετες, διαπιστώνεται αν έχουν κατασκευασθεἰ κάθετες Ἠ «με το μάτυ Ἡμμέσως , αυτὀ 
διαπιστώνεται αι µε την δυναμική συμπεριφορά του σχήματος, αλλά υποτίθεται δεν 
μπορούμε «να χαλἀάσουμε) µε σὺρσιμο µια κατασκευή των µαθήτὠν... 

Μια διαφαινόμενη αντίφαση της δραστηριότητας: 

Όπως θα διαπιστὠωσει αµέσως ο χάθε μαθηµατικὀὸς, η συγκεκριμένη δραστηριότητα, δεν 
εχμεταλλεύεται οὗτε στο ελάχιστο τον δυναμικὸ χαραχτηρα του εργαλείου και ρα 
πρὀκειται για ὁραστηριότητα, η οποἰα κάλλιστα θα μποροὺσε να υλοποιηθεί µε τον 
παραδοσιακὸ τρὀπο µε μολὺβι χαι χαρτὶ Ἆαι πιθανὼς χαλύτερα. [Ἴρος τι λοιπὸὀν η 
ὁδραστηριὀτήτα µε το συγκεκριμένο λογισμικὀ αν δεν εχμεταλλεύεται τις δυνατὀτητὲς του; 
Η απἀντήση: 

1. Δεν εἶναι προφανές ὁτι το εργαλείο υπερχαλύπτει το «χαρτὶ και το μολὺβυω (Πδίως στην 
συνεἰδηση µεγαλωμένων προσὠπων χωρίς λογισμικά . Και οι µαθητὲς µας, τέτοια πρὀσωπα 
εἶναι, αφοὺ δεν έχουν µπει τα εργαλεία αὐτά αχόμα εχτεταµένα στην διδακτική πράξη και 
δεν θα µπουν οὐσιαστικά-δυστυχὼς- αν δεν µπουν χαι στην --ὁποια- «εξέταση» και βεβαίως 
αν δεν τα χειρίζονται ανέτως οι ενΏλιχκοι καθηγητὲς τους, έχοντας πεισθεί εχ παραλλήλου και 
για. την συνακόλουθη διδαχτικἠ στὰση που προῦὺποθέτει χαι ο χαρακτήρας του 
συγκεκριμένου λογισμικοῦ) 

2. Ἡ μεγαλύτερη διαγώνιος, στην πραγματικότητα, ελάχιστα διαφέρει απὀ την αµέσως 
μικρότερη. Δημιουργείται αμφιβολία περὶ το αποτἐλεσµα, αφού κατά πρώτον, όλοι θα 
βρουν διαφορετικά µηκή «μεγαλυτέρας διαγωνἰίου». Οι γοαμμὲς µας ἐχουν ικανὀ πλάτος, το 
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λογισμικὀὸ λειτουργεί µε προσεγγἰσεις εμφάνισής στις µετρῆσεις του το επατοστὀ τής ὀποιας 
µονάδας (προεπιλογή) το που θα πἀρουµε κάποια σηµεία δεν εἶναι απολύτως σαφές και 
επιδέχεται σφάλματος. ΗἩ µεγάλη πλίµαχα του χάρτη (ας πούμε 1: 1.000 ) πολλαπλασιάζει 
το σφάλμα επἰ πραγματικοὺ εδάφους επἰ 1.000 . Με ελαφρὺ δυναμικὀ χειρισμὸὀ των 
σχημάτων (στα ὁρια πάχους των γραμμών) και αφοὺ ενεργοποιηθεἰ η επιλογη σχεδἰαση 
ἵχνους για το μέσον της µεγαλυτέρας διαγωνίου , μπορούμε να πάρουμε µια περιοχη του 
χἀρτη, ὅπου µέσα τῆς εἴμαστε σίγουροι ὁτι υπάρχει ο θησαυρός! ἹΚάποιος θα μποροὺσε να 
πει να πάρουμε την µέση τιμή των μετρήσεων των μαθητωὠν και µε πέντρο την τιµή αυτή χαι 
ακτίνα την µεγαλύτερη ευρεθείσα απὀχλιση απὀ την τιµή αυτή να φτιάξω ένα πύχκλο., εντὀὸς 
του οποἱου να σχάψουµε. Γ]όσο αχριβὲς μπορεί να εἶναι αυτὀ; Το σηµείο του θησαυρού, 
δυναμικά , μπορεί να μεταβάλλεται περισσότερο σε µια διεὺθυνση και λιγότερο σε ἀλλη. 
Σιατὶ να εἶναι χύχλος Ἠ πιθανή περιοχη σπαφίµατος και ὀχι µια ἀλλη τυχαία που 
χαθορἰζεται απὀ την σχεδἰαση ἴχνους του µέσου σημείου της διαγωνίου ; 

Τα τελευταἰα ερωτήματα βεβαίως δεν μπορούν να πραγματοποιηθούν εντὸς µιας διδακτικῆς 
ώρας χαι μποροὺν να ανατεθοὺν --ἴσως- ως µια εργασία «ιατ᾽ οὗχον » αλλά παι ανὰ οµάδες. 


| Μάλιστα (θα το προἑτεινε κάποιος στο αµέσως προσεχές μέλλον) θα μπορούσε αυτή η «κατ οἴχον» ομαδικὴ εργασία (ἢ η ὁποια ἀλλη) 
να διεξάγεται µέσω «ΠΠεςςεεησεῦ , ὀπου Ίδη υπάρχει επιχοινωνἰα ζωντανῆ µέσω χάµερας (το 1976 που ο πρὀεδρος των ΗΠΙΑ χαι τής 
ΕΣΣΔ συνομἰλησαν µε ἑναν πρωτόγονο παρεμφερή τρὀπο, αυτὸ θεωρήθηκε μέγιστη συμβολή στην ειρήνη , την συνεργασία στην 
πατανόηση κτλ) παράλληλα, εχτὸς απὀ τὴν κάμερα µε χο, υπάρχει δυνατότητα ποινῆς χρήσης τής επιφἀνειας εργασἰας αι ορισμένων 
εφαρμογών (Ζωγραφική ) και ταχεία ανταλλαγή αρχείων (τα µεγἐθη των αρχείων των λογισμικὠν χαι σε σχἑση µε τις ταχύτητες στο 
διαδίκτυο πρακτικά εἶναι ...ανὐπαρκτα|) 
Το κὀστος εἶναι το εξῆς: 
ο 600έ για τον καλύτερο φορήητὸ του κόσμου µε κάμερα κτλ. (της προηγούμενης διετίας μεν, αλλά χαι τώρα , χάνει πολὺ παλὰ 
την δουλειά του. Αυτὸς που κάνει τώρα 2.400έ σε δύο χρόνια που θα αλλάξω τον δικὸ µου θα κάνει πάλι 6006) 
ο Ἔο κὀστος σύνδεσης ΑΓΣ5Ι, σε µἐγιστη οικιακή ταχύτητα πρὀσβασης που εἶναι περίπου 20ε /µῆνα , αλλά µε όλα τα 
πλεονεκτήματα που γνωρίζουμε ὁλοι. 
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Δραστηριότητες µε το 5Καἰςηραςἆ 
(Ο σύνδεσμος για το αρχείο .ροερ ΕΔΩ) 
Δίδονται δύο σηµεία Ο1 και 02, που απέχουν απόσταση 2α. Να βρεθεί ο Γ.Τ.των σημείων Μ: (ΜΟι1(ΜΟ2)]ΞαΑ. 
(Δημνίσκοςτου Μπερνούλι) 


1. Κυλιόμενος κύκλος 


Στον κυλιόµενο κύκλο επί ευθείας, να φέρετε ένα ευθ. τµήµα που να έχει αρχή το κέντροτου κύκλου και 
τέλος ένα σηµείο έξω απὀ τον κύκλο. Καθώς κυλίεται ο κύκλος, ένα σηµείο του τµήµατος είναι µέσα στον 
κύκλο, επίτου κύκλου ή έξω απὀτον κύκλο, διαγράφονταςτρεις διαφορετικούς Γ.Τ. Νατους βρείτε 
(Απλωμένη, οξεία ή αναδιπλούμενη κυκλοειδής.) 

2. Τετραγωνισμµός κυλιόµενου κύκλου 
Πώς µπορεί να τετραγωνιστεί ένας κυλιόμµενος κύκλος; (σε µια περιστροφή διανύει διάστηµα 2πΗΒ και 
εμείς θέλουμε χ: χ΄ἜπΕ΄ ) 

3. Ένας ορισμός της έλλειψης, 
Ἐίΐναι ο εξής: «Έστω κύκλος (Ο,ρ) και σηµείο Β εντόςτου κύκλου. Τότε ο γ.τ.των σημείων Μ: (ΜΒ) Ξδ, ὀπου 
ὃ η απόστασητου Μ απὀ τον κύκλο, λέγεται έλλειψη µε διευθετούντα κύκλο (Ο,ρ) και µία Εστίατο Β{(η 
άλλη είναι το Ο) 

4. Επικυκλοειδής και υποκυκλοειδής. 


Κύκλος κυλίεται επί κύκλου και ένα σηµείο του παράγει την επί-κυκλοειδἠή. Κύκλος κυλίεται µέσα σε κύκλο 
(υπὀ τον κύκλο) και παράγει την υποκυκλοειδή. 


5, Ιεταθλητή που να διατρέχει όλοτο ΑΝ, µε διάτρεέη ενός μικρού (ανοικτού) 


διαστήματος 

Θέλουμε, µια μεταβλητή να μεταβάλλεται σε ένα µικρὀ ευθὐγραμμοτµήμα, ὁμωςνα διαγράφει όλοτο 
Ἱ., Αυτό, είναι ένα κατασκευαστικό πρόβλημα... εκμεταλλευόμενος την τοπολογική οµοιότητατου ἩἈ µε 
οποιοδήποτε ανοικτό διάστηµα, Φτιάχνωτην παρακάτω κατασκευή -βοηθητικό εργαλείο. Σχεδιάζωτους 
άξονες. Λαμβάνω ευθύγραμμο τµήµα παράλληλο µετον χχ᾽. Βρίσκω το µέσοντου, κατασκευάζω τον κύκλο 
µε διάμετρο το τµήµα και δουλεύω µετο κάτω ημικύκλιο. Θεωρῶ τυχαίο σηµείο Α επίτου ευθυγράμμµου 
τμήματος. Το προβάλω στο ημικύκλιο και µέσω του κέντρου του κύκλου, το προβάλω στην χχ’, στοΒ. 
Καθώςτο σηµείο Α διαγράφει το τµήµα (το 

ανοικτό) η τελική του αντιστοίχιση το8β, 

διαγράφειτο |. 

ως Η τετµηµένη του Β είναι η μεταβλητή 

µου, που διατρέχειτο Ἰξ. Θεωρώντας ωςο 9 | 


την τετµηµένη του Β, να κατασκευάσετετις ἷ 
µονοπαραμετρικής εξισώσεις καμπυλών: ρα 
(α-- ο)” γ΄ -4 

εκ -ἲ)-() - 20 

ο ο οἳ 


Για κάθε κατασκευή να σχεδιάσετετο ἴχνος Β 





του κύκλου της πρὠτης περίπτωσης καιτων - 
ευθειών της δεύτερης. 


[1] 
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6. Η ευθειοποίηση. 
Σταθερό σηµείο Ρ είναι εντὸς γωνίας χΟΨ. Να αναζητηθούν σηµεία Α και Β επίτων Οχκαι ΟΨ, έτσι 
ὡστε το τρίγωνο ΡΑΒ να είναι ελαχίστης περιµέτρου. } 


7. Η Αντιστροφή ως προς κύκλο. 


Μια απεικόνιση ονομάζεται γενικά αντιστροφή ( οτόνος σε λήγουσα) όταν εἶναι αντιστρέψιµη και 
ταυτίζεται µε την αντἰστροφή της. Η αξονική συμμετρία και η κεντρική συμμετρία είναι δύο 
παραδείγματα αντιστροφώὠν. Υπάρχει µια κλασική αντιστροφή , η «αντιστροφή ως προς κύκλο», 
η οποία δημιουργείται ως εξής: Έστω κύκλος (Μ,ρ) και Ρ σηµείο εκτόςτου κύκλου. Η εικόνα του Ρ 
βρίσκεται , αν απὀ το Ρ φέρω µία εφαπτόµενη στον κύκλο. Στο ορθογώνιο τρίγωνο που ορίζεται 
µε υποτείνουσα την ΜΡ και κάθετες την ακτίνα που καταλήγει στο σηµείο επαφής και στο 
εφΦαπτόµενο τµήµα , προβάλω την κορυφή της ορθής στην υποτείνουσα το Ρ΄ που είναι η εικόνα 
του Ρ. Ισχύει (ΡΜ)(ΜΡ΄’)Ξρ2. Αντιστρόφως,τοΡ΄, απεικονίζεται στο Ρ. 

Χρησιμοποιώντας την απόκρυψη, Φτιάξτε µια δυναμική κατασκευἠ που να έχει τον κύκλο 

αντιστροφής και τα δύο σηµεία {αρχέτυπο͵,, εικόνα) Για να µην είναι «μισή» η κατασκευή, θα πρέπει, 

κάθε εξωτερικὀ σηµείο του κύκλου να απεικονίζεται σε εσωτερικό, ΑΛΛΑ και κάθε εσωτερικὀ σε 

εξωτερικὀ σηµείο. Η Αντιστροφή ἐχεις ιδιότητες που πρέπει να δείτε: 

α) Είναι απεικόνιση (γιατί;) 1-1 καιεπίτου ΚΚ -ΙΜΙ ΣΕ -ίΜι 


β) Τα σηµεία του κύκλου αντιστροφής εἶναι τα µόνα σταθερά σηµεία της αντιστροφής («Σταθεράἀ» 
εννοούμε, τα σηµείατου επιπέδουΧ; ἅΞ {(Χ) 


γ) Μια ευθεία που δεν διέρχεται απὀ το Μ, απεικονίζεται σε κύκλο που διέρχεται απότο Μ. 

ὃ) ένας κύκλος που διέρχεται απὀτο Μ (χωρίςτο Μ) απεικονίζεται σε ευθεία. 

ε) ένας κύκλος που δεν διέρχεται απὀ το Μ, απεικονίζεται σε κύκλο, που επίσης δεν διέρχεται απὀ το 

ΜΙ. 

στ) Οι ευθείες που διέρχονται απὀτο Μ (χωρίς το Μ) απεικονίζονται στον εαυτό τους. 

0) Κάθε κύκλος που τέμνει ορθογώνια τον κύκλο αντιστροφής, απεικονίζεται στον εαυτότου. 

Η αντιστροφή, κρύβεται πίσω απὀ το καθημµερινὀ γεγονός της απεικόνισης ευθύγραμµμων 

αντικειμένων σε κοίλα ἠ κυρά κάτοπτρα. Επίσης µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε µια δύσκολη 

κατασκευή (περίπτωση) του Απολλωνείου προβλήματος. (Κατασκευή που εφάπτεται σε δύο δοθέντες 

και διέρχεται απὀ δοθέν σηµείο. ) 

Να διερευνήσετε την εικόνα ενὀς τριγὠνου(Εσωτερικὀ τριγώνου, σηµείο που κινείται στην περίμετρο 

του τριγώνου, κατασκευή τόπου) 

8. Η έλιξτου Αρχιμήδους. 
Φανταστείτε έναν Κύκλο στον οποίο εφάπτεται µια ευθεία. στο σηµείο επαφἠς ορίζεται µια ακτίνα 
του κύκλου. Αυτή η ακτίνα, συνδέεται αναπόσπαστα µε το σηµείο επαφής. Αρχίζει η ευθεία να 
κυλίεται επἰ του κύκλου. Τότε το άκρο της ακτίνας που ἠταν πάνω στο κέντρο του κύκλου, 
διαγράφει µια καμπύλη, που λέγεται «έλιξ του Αρχιμήδους» ἡἠ σπείρα του Αρχιμήδη . Να 
δημιουργήσετε την κατασκευή. 


1. 3Τ(Η εφαρµογή της τριγωνικής ανισότητας µε συμμετρία ὡς προς άξονες ως οριακής θέσης) 


2] 
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10. 


Εναλλακτική κατασκευή: Έχω έναν κύκλο (Ο,ϱ) και ηµιευθεία Οχ. Σηµείο Μ, αρχίζει να κινείται 
απὀ το Ο πάνω στην ηµιευθεία ΟΧχ, ενω ταυτοχρόνως η ηµιευθεία περιστρέφεται µε σταθερή 
γωνιακή ταχύτητα. τὀτετο Μ, ορίζει Αρχιμήδεια έλικα. 


Καμπυλότητα καμπύλης και ενειλιγµένη καμπύλης 

Σε κάθε σηµείο µιας καμπύλης, υπάρχει η διαισθητική έννοια της καμπυλότητας, η οποία 
χρειάζεται κάποιο αυστηρό ορισµὀ. Η έννοια της καμπυλότητας λοιπὀν σε ἑνα σηµείο Α(Χο,[(χο)) 
συνάρτησης (για να το περιορίσουµε, αλλά χωρίς να χαλάσουμε την γενίκευση) έχει να κάνει µε το 
να θεωρήσω στο Α, έναν Κύκλο που να εφάπτεται στην καμπύλη και να έχει την ἴδια πρὠτη 
παράγωγο ὁπως και την ἴδια δεύτερη παράγωγο µε την καμπύλη στο Α. Επειδή ο κύκλος δεν εἶναι 
συνάρτηση, μπορῶὠ να θεωρωὠ στο Α κατάλληλο περιορισμό που να δείχνει το τµήµα του κύκλου 
που χρειάζεται για να έχει νόηµα η επαφή. Με το να βρω το κέντρο του κύκλου Κ, τότε η ΚΑ θα 
είναι η ακτίνα ρ και το 1/ρ, είναι ἑνα µέτρο της καμπυλότητας (χρησιµοποιείται στην κατασκευή 
στροφών στην οδοποιία) Αν λυθεί ένα σύστημα 3 εξισώσεων ({ κίχο)Ξ{(χο), Κ({χο)Ξξί (χο) , ΚΚ’ (χο)ΞΕ” (χο) 
) τότε για κάθε (Χ, {(Χ)) , καθορίζονται οι άγνωστες συντεταγμένες του κέντρου ὀπως και η ακτίνα. 
αν το σηµείο είναι το (Χ, {(Χχ)) τότε το κέντρο είναιτο Ο(ξ,η), µε: 


ο μα Ἱπω’ 
έπος 
Γ.Γ)’ 


η Ε(α) πα 


Ο γ.τ.των κέντρων των κύκλων λέγεται ενειλιγµένη της καμπύλης (εδω συνάρτησης) 

Τρεις κωνικές τοµές σε ένα σχήµα 

Οι τρεις κωνικές τομές, μπορούν να οριστούν και οι τρεις ως ο γ.τ. των σημείων : α) Για µεν την 
υπερβολή ως ο γ.τ. των σημείων που απέχουν απὀ ευθεία και σηµείο σταθερό λὀγο ε-«1 β) για 
την έλλειψη ὡς ο γ.τ.των σημείων που απέχουν απὀ σηµείο και ευθεία σταθερὀ λόγο εΞ1 , γ) για 
την παραβολή ως ο γ.τ.των σημείων που απέχουν απὀ ευθεία και σηµείο σταθερὀ λόγο ε2Σ1. 

Να κατασκευαστεί ένα σχήμα, ὀπου να μπορούμε να κάνουμε δυναμικό χειρισμό των γ. τόπων , 


χωρίς την επιλογή σχεδίασης ἴίχνους. 


5] 
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Να κατασκευαστεί ένα σχήµα που να γίνονται επιλογές λόγου σε ένα ευθύγραμμο τµήµα και να 
σχεδιάζεται ο γ.τ. κάθε Φορά (Υπάρχει ένα κώλυμα, θα το συζητήσουμε, αφού πρὠτα το 
διαπιστώσουμε 


Η πολικότητα 


Πολικότητα είναι µια απεικόνιση σημείου σε ευθεία. µπορεί να οριστεί για όλες τις κωνικές τομές. 
Εδω θατην ορίσουμε ως προς κύκλο. Αν έχω ένα σηµείο Ρ εκτός κύκλου και Φέρω απὀ το Ρ προς 
τον κύκλοτις δύο εφαπτόµενες, µε Α και Βτα σηµεία επαφής, τότε η ευθεία ΑΒ είναι η πολική του 
Ρ ως προς τον κύκλο. Αν το Ρ εἶναι σηµείο του κύκλου, τότε η πολική του, είναι η εφαπτόµενη του 
κύκλου στο Ρ. Αν το Ρ εἶναι σηµείο 

εντὀς του κύκλου, τότε η πολική 

ορίζεται ορίζεται κατασκευαστικά 

όπως Φαίνεται στο σχήμα. 

Τα σηµεία µιας ευθείας (ε) , 

απεικονίζονται σε δέσµη ευθειών 

µε κοινὀ σηµείο το Β. Το 8Β, 

απεικονίζεται στην ({ε) 

Συγχωνεύστε το Ρ σε κύκλο και βρείτε το γ.τ. των ευθειών καθώς το Ρ κινείται στον κύκλο. (είναι 


απὀ τις πιο εντυπωσιακές εικόνες) 
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12Η καμπύλη του Ιππία του Ηλείου (425 π.Χ.) 














Ὃν Ἶπσ. { 
ου  - 
Γον) 
Έτ ο ο κ 7 
ο ο να -ᾱ- 
Γι ον κ. 
το . {7 Ζνωζ 
πι κ΄ Ἵ“ Π,.- 
ο. οᾱ ο τ - 
ή ὔ Ἅπ ν- 
οι 
ο τε. ᾱ - 
ο. αυ -- -Ὁἳ 
ο --υ- -Ὁ  αδο 
[0 πο αι  --- 
κκῶἛθεγυ ο 


Η καμπύλη αυτή, έχει χρησιµοποιηθεί στην 










αρχαιότητα για τριχοτόµηση τυχαίας γωνίας 


ν 









και για τετραγωνισµό του κύκλου. 






ὰ 






Κατασκευάζεται ὡς εξής: (Βλέπε σχήμα) Μια 







κ. 


ακτίνα , έχει γωνιακή ταχύτητα για να καλύψει 








το τεταρτοκύκλιο, τόση έτσι ώστε το σηµείο 









που θα κατέβει την µία κατακόρυφη αριστερή ' | --- 
πλευρά του τετραγώνου, να τερματίσουν 

μαζί. Το µεν σηµείο τερματίζει στην κάτω αριστερή κορυφή του τετραγώνου και η ακτίνα στην 
κάτω πλευρά του τετραγώνου. Η καμπύλη, έχει σχεδιαστεί προσεγγιστικά στατικά µε διαίρεση της 
πλευράς του τετραγώνου σε 146 ίσα τµήµατα και του τεταρτοκυκλίου , οµοίως σε 16 ίσα τόξα. Η 
καμπύλη αυτή, οὖσα γνωστή, τριχοτοµεί οποιαδήποτε γωνία. την εἶχε χρησιμοποιήσει και ο 
Δεινόστρατος για τετραγωνισµό του κύκλου. Εσείς να την φτιάξετε µε δυναμικό τρόπο και να 


ρυθμίσετε τις ταχύτητες να έχουν ανάλογη σχέση και να εξηγήσετε πὠς γίνεται η τριχοτόµηση 


τυχούσας γωνίας. 
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1. 


ο ο εν 


νὰ 


Δραστηριότητες εκμάθησης του 5Κκθδϊςπραα 

Όλοι οιτρόποι κατασκευής κύκλου απὀ κέντρο και ακτίνα 

1.1.Τυχαίος, µε γνωστό κέντρο, από κέντρο και σηµείο, µε γνωστό ευθύγραμμο τµήµα ως ακτίνα, µε γνωστό 
μήκος γνωστού ευθυγράµµου τµήµατος, µε οποιοδήποτε µήκος ως ακτίνα. 

1.2. Κατασκευή εσωτερικού κύκλου , μέτρηση ακτίνας, περιµέτρου, εμβαδού και δηµιουργία εξίσωσης κύκλου. 

1.3. Μέτρηση µήκους τόξου, γωνίας τόξου πάνω σε κύκλο. Κατασκευή εσωτερικού τμήματος τόξου και τοµέα 
τόξου. Δυναμικός χειρισμός. 

1.4. Μέτρηση μήκους ευθ. Τµήµατος, κλίσης. Μέτρηση λόγου δύο τμημάτων. 

1.5. Κατασκευή γωνίας, μέτρηση γωνίας, κατασκευή διχοτόµου γωνίας. 

Κατασκευή ισοπλεύρου τριγώνου και αποθήκευσή του ως έτοιμου εργαλείου. Επανάκτησήτου. 


Να κατασκευάσετε δύο ευθύγραμμα τµήµατα χ και Ψ, υποκείµενα σε δυναμικό χειρισμό, ἐτσι ὦστε χ{ΨΞΑΒ, 
ὀπου ΑΒ δεδομένο σταθερό τµήµα. 

Οµοίως, χ-ψ Ξ-σταθ. Χιψξσταθ. χ/ψΞσταθ. 

Δίδονται δύο σηµεία Ο1 και ο». 

Α) Να βρεθεί ο Γ.Τ.των σημείων Μ γιατα οποία ισχύει ΜΟΙΓΜΟ-2ξσταθ. (έλλειψη) 

Β)»» »» »» 22 ΣΣ 2» 22 22 2» ΣΣ» Σ22Σ5ΜΟΙ-ΜΟ2ξσταθ»ΣθΟ. (Υπερβολή) 

Γ»» »» »» ὸ»Σ ΣΣ ΣΣ ΣΣ ΣΣ »Σ ΣΣ ΣΣΣΣΜΟΙ/ΜΟ.ΟΞσταθ. (Απολλώνιος κύκλος) 

Δ) »» 2» » ὸ»δ ΣΣ 2» ΣΣ ΣΣ »Σ ΣΣ ΣΣΣΣΜΟΙΣΜΟ;Ξσταθ. (καμπύλες Κασίνι) 
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Η άλγεβρα Βαπασῃ (Μι, |. || ο) 


Σε µια άλγεβρα ΒαπαςΠ -Β µε µονάδα ο, ισχύει το θεώρημα: 
Αν χεβΒµε]ο-χ]«1 τότετο χ έχει αντίστροφο το χ΄ και 


ολ. ο. 


Αφού δείξετε ότι το σύνολο(Μμιι(Ο), ||. || «9) είναι άλγεβρα Βαπαςῇ µε 


. 0 
µονάδα, βρείτε µε προσέγγιση. τον αντίστροφο του πίνακα Α-- ω ο 


Απάντηση: 


Φα εκκινήσουµε µε τους ορισμούς εννοιών της γραμμικής άλγεβρας: 
1) ὁιανυσμµατικός χώρος 

2) της άλγεβρας 

3) άλγεβρα Ραπασςή (Με επαγωγικό τρόπο) 


Ορισµός 4ιανυσματικού Χώρου 
Έστω Υ σύνολοµε Υ - (Ὁ καιξ σώµα. Θα ονοµάζω 4ιανυσματικό ή 


/{ραμμκό χῶρο γραμμικό χῶρο πάνω στο σώμα Ε, το ζεύγος (Ε,Ν) τέτοιο 
ώστε: 
8) Το σύνολο Υ να είναι εφοδιασμένο µε µια εσωτερική πράξη 
ΥΧΥ- ΥμευΥχ Υ δία, ϱ)- -Σαἴβ εΝ που λέγεται πρόσθεση. 
τέτοια ώστε: 
) αΠΡγ)Γ(αΓΡ)ΗΥ ν αβγεν 
|)  πεν:α-θ-θα-αναςν 
Π ΝαΕΝαεν:αι-α)-ί-θτγα-θ 
ιν)  αἵρ-ρια Ὑαβρεν 
ϱ) Το σύνολο ΥΜ, είναι εφοδιασμένο µε µια εξωτερική πράξη «.): 
Υ ΧΥ- ΣΥμεΕ Υ5(λ,α)]--λα εν που λέγεται βαθμωτός 
πολλαπλασιασμός µε τελεστές από το σώµα Ε, τέτοια ώστε: 
|) λ(αγβ)ΞλαΤλβ ναβ εν καιλεξ 
1) (λΤμ)αξλατμα να εΝ καιλιμ εξ 
Π1) (λμ)αξλίµα) να εΝ καιλ,μ εΕ 
ιν) Ία-α ναςαςεν 


Ορισμός άλγεβρας 
Έστω Υ:Ξ(Ε .Ν) ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από ένα σώμα Ε.Τότεο 
ὁιανυσµατικός χώρος Υ λέγεται άλγεβρα (πάνω από το Ε), αν και µόνο αν 
είναι εφοδιασµένος µε µια πράξη πολλαπλασιασμού «Φ»ΥΧΝΥ- ΣΥ µε 
ΥΧΥ δ(α.β)--ρα 6Ρβ εν τέτοια ώστε: 


1) (λα) 6ΡβΞλ(α 5Λβ) Ξα 6 (λβ) Ψα.βενκαιλ εΕ 
Π) (α-β)ΘθγξαθΘθγτβοϐΘγ Ψα.β.γεν 
11) -α Θ (βΡτγα Θβ τα ϐ}γ να..β,ηΥγ εν 


Ορισµός τής Νογηι 
Αν Υ διανυσµατικός χώρος, τότε µια απεικόνιση 


ή νι: χ- |χ] καλείται ΠοΟΤΠΙ στον αν πληροί τις 





παρακάτω ιδιότητες: 
Ἰκ/20 νχ ΕΝ (θετικά ορισμένη) 


ο |κ]-0ςκ-ο 


αχ] -ἰα/|Χ] 


[κ-εγ[ς Ίχ]-ε[Υ/ (τριγωνική ανισότητα) 
Για κάθεχ.ψστον 


Ορισµός Μετρικού Χώρου 
Αν Χ ένα σύνολο µη κενό, τότε µια απεικόνηση ἆ: ΧκΧ-2Ε θα 


λέγεται μετρική . αν ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες: 
ἁ(χ.Υ)20 


9 «ίΧχιγ)-θςσκ-γ 


9 ἀίΧ.Υ)- ἀίν.α) 
ο ἀίχ.γ)ςξά(κ.2)τ ἀ(Ζ.Υ) 
Το ἅΧ εφοδιασμένο µε την µετρική ἆ . θα λέγεται µετρικός χώρος. 


Ορισµός ακολουθίας (αμ 
Μια ακολουθία (αν) θα λέγεται ακολουθία (αµςἩγ ή βασική 


ακολουθία, αν για κάθε ε20 υπάρχει νρφυσικός, τέτοιος ώστε 
ἀ(αν-αμ)«ε . για κάθεν.µ Σνι 


Ορισµός πλήρους Χώρου 
Ένας µετρικός χώρος (Χ.ἀ) είναι πλήρης, αν κάθε ακολουθία 


(0α9Ώυ συγκλίνει σε ένα στοιχείο του Χ. 


Άλγεβρα Βαμαςσῇι 
Μία άλγεβρα Υ επί του σώματος 6 των μιγαδικών αριθμών, λέγεται 
άλγεβρα Βαπ8ςΠ αν και µονο αν : 
ἱ) Στον μιγαδικό διανυσματικό χώρο Υ., έχει ορισθεί µιαποτπ |. |. 
τέτοια ώστε ο χώρος(Υ.. |. |) να είναι χώρος µε ποτπι 
1) Οι πράξεις «Τ» και « ϐ» του διανυσματικού χώρου Υ, να είναι 
συνεχείς ως προς την µετρική άία.β)- |α-β | που εισάγεται µεποτπ. 
Με τον τρόπο αυτό, ο χώρος(Υ, |. |) διατηρεί την αλγεβρική δοµή 
της γραμμµικότητας, καθώς και την αναλυτική µορφή της ΠΟΙΠΙ 
11) Ο ποπ χώρος(Υ, |. |) είναι χώρος Β4πΠδ8ςῇ 
ἴν) Ισχύει ότι, |αδβ|«]α|1β ναβεν 
ο (εωρούμετο µη κενό σύνολο, Μπο) τῶν πχΧη 
τετραγωνικών πινάκων, µε στοιχεία στο «’ και πράξεις: 
ο «Ὢ: Μμ(ο)χκΜιω(Ο) -Ὅ Μι(ίΟ) τη συνήθη πρόσθεση 
πινάκων. 
ο «.): Μιω(ο) χΜιω(Οο) -Ὅ Μιμ(Ο) τον συνήθη βαθµμωτό 
πολλαπλασιασμό μιγαδικού αριθμού επί πίνακα. 
ο «ο): Μπο) χΜιµ(Ο) -Ὅ ΜιίΟ) τον συνήθη 
πολλαπλασιασμό πινάκων. 
Τότε το σύνολο Μνμ(Ο) είναι διανυσµατικός χὠροςπάνωστο ο 
ο Επίπλέον , γνωρίζουμε , ότιγια κάθε πίνακα Α. Β. Γ, ε Μπο) και 
κάθε λεο ισχύει ότι: 
Ι(λΑ)οΒΞΛλ(Α«Β)ΞΓΞΑο(λβΒ) 
Η)(ΑΓΒ) οΓΞΑΟΙΓΒΟΤ 
ΠΙ)Α ο(Β:Γ[ΓΞΑΟΒΊΑΟΓ 
Άρα, ο διανυσµατικός χώρος Μπιπ(Ο) είναι µια άλγεβρα . πάνω από το σώμα 
των μιγαδικών ο 


ο Θεωρουμετην συνάρτηση {. |. «Μι (0) -»δἱ τετοια ώστε για κάθε 
πίνακα Α ε Μμ(Ο) να ισχύει ότι : 


αι - ολ αιι[ . όπουβ [αι], αεζκαιῖ,]-- 1.2.34....Π. 
σι«π τρ ι ι 


ο Θα δείξουµε ότι η συνάρτηση | |. είναι ΠΟΙΠΗ 


Έχω: Για κάθε Α.Β.Γ, ελΜή(Ο) καιγια κάθελ εὔο ισχύουν 


π 
ΓΓΑ]. -πιαχὶΣ]αι]/20 
ἱ«ἶκῃ 18ἱ 


ιε] 
ΓΑ ος ππαχίΣαιι[-0 Σία Ξ0 ν1Ξ 1234... 45 
ἱκικα Ιι .. 


. 
α,,-θν | -1234..Π9Α-0Ο 
ΓλΑ |, τος» Πιβχὶ, Σ αι!” αχ {λὴ, Σ αι η λμπαχί Σ αυ 
ο. |« Ίκπ κφκαη ]«]έη η 
ΙλΙΑΊ, 
ΑΒ, -. αμ Ἔβιι κ. ο αι, ΡΙΑ, ) 
4. 
πα λ)α, αι πο αμ Ἔβω ΙΑ, ΙΒ, 
Άρα η συνάρτηση | . |, είναι ΠποΙπῃ και ο χώρος (Μιω(ο), |. |) είναι 


ένας χώρος µε ΠΟΓΠΙ 


Επίσης, απὀ την συναρτησιακή ανάλυση είναι γνωστό ότι αν έχω (Χ. 

[ . 1) ένα γραμμικό χώρο µε ποίπι, τότε οἱ πράξεις : 

«Ἠ»: ΧΧΧ 2Χ και«ὸ: ΕΧΧ-2Χ του γραμμικού χώρου, εἶναι συνεχείς 
συναρτήσεις, ὥς προς την µετρική που καθορίζεται από τηνποπη |. |. 
επομένως, οι πράξεις «!» Και «ο» του νορμαρισµένου γραμμικού χώρου 
(Μιω(Ο). ᾗ . |) είναι συνεχείς ὡς προς την μετρική που καθορίζεται 


από την 


π 
| Α|ι-πιαχ{Σαιι/20 
Γ«ἰκῃ 15ἱ 
Θα δείξουμε ότιο χώρος (Μιω(Ο). | . |.) είναι άλγεβρα Βαπαςῇ. 
Δηλαδή θα δείξουμε ότι ͵ κΙΑΙ ΙΒ. ν Α ε(Μιω(ο) µεΑ-[αι].α 


εο 





8 
ΙΑ ο Β. πανί αιιρι, Τ ᾱ, 2ο μ.ο. αμ) 


π ηπ η 
κ πηαχί]αιι | βι | ]αιν| 2, [βε]ή- Ἑἶαμ |, [βω ]) 
νο 1Ξ! 1ΞΙ τι 


κ πιαχί]α, ρακίλβω] Ἠν]ας ρακίΣ. β,, |--.. α]αν πακίΣ Βιι 


[1 «π [1 «π 


ο (ία, /”[α,, |.. ε[α,, [) 


Ι«ι«π Ι«ι«π 


Ξ ΠιΩΧ{ ο) |) παιι 


Ι«ι«ῃπ -- 


Ι«ι«π 


Ξ μπακ) βν Γ]ήππακ ὸ [αι [)] 
οκν 2 
ΙΡ, ΞΙΑΙ,ΙΒΙ, 


Άρα ΙΑ 98 Ξ/ΑΙ 18: δηλαδή ο Ποίπιχώρος(Μι(Ο), | . |.) είναι 
άλγεβρα Βαπαςῇ και τον συνήθη μοναδιαίο πίνακα 1μ 


| ι 6 -- 
Θεωρούμε τον πίνακα ΑΞ μ . ἡ για τον οποίον ισχύει ότι 


ΠΑΙ- 








-|-01| 01-02 «1 
ο. 0.9 


Εκπληρούνται ὁηλαδή οι προὺποθέσεις του Θεωρήματος. 
Άρα ο Α αντιστρέφεται και ο Α’' δίνεται από τον τύπο: 


λα 0} 
-Σᾳ, ΞΑ)"Ξ{1, -- Α)΄ δις . . 


Επομένως πρέπει και αρκεί να υπολογίσουμε την ν-οστή ὀύναμη του 
προηγούμενου πίνακα. 


᾿ 0 0 0 0 0 0 
Ηχω : Ξ- 
-ο.ἱ ο. -0ο.1ἱ 01 -0.ἱ ϱ.οἱ 
ε 0 0 0 0 0 0 
Ἠπίσης ε πο 
-0.ἱ 0. -0ρ.οι ῥϱ.οἱ -0.00ἱ 0.001 


0 ϱ αν 0 0 

Εικάζω ότι | | α ε ] | υπεὺδ (1) 
-.01 0.01 10" 10: 

Πράγματι, η (1) ισχύει ήδη για ΏΞΙ. 2 και 3. ενώ πρέπει και αρκεί να 

αποδείξω την ισχύ της µε την µέθοδο της Μαθηματικής ή τελείας 

επαγωγής. 

Κατά τα γνωστά υποθέτω την ισχύ της (1) για ηΞκ και θα δείξω την 

ισχύ τῆς για ΠΞΚ-ΤΓΙ 











Δηλ.: 
: 0 0 
Ισχύει { ἡ : . | | (2) 
-0.0ἱΙ 0.01 1ος 10ς 
0 0 κ θ θ 
Και θα δείξω: [ : ] ] 9 
-0.0ἱ 0.01 1ο 1ος" 


Πράγματι, εάν πολλαπλασιάσῳω και τα δύο µέλη της (1) αριστερά µε 
Α., θα έχω: 


0 0 0 ϱ 0 ϱὗῷῇ ϱ 0 
«0.01 061) - οί οἱ 01 οτε τρ 


0 0 0 0 
. τμ . ] ] (κα 
αι 0.01 0.01 105 105 105311 105311 


0 0 κει 0 0 
-ι 1 ] που είναι η αποδεικτέα (3) 














-0.01 0.01 10511 10531 


Άρα η (1) ισχύει όντως για κάθε φυσικό. 
Τότε λοιπόν θα έχω: 


ν " 0 0 0 0 
η-Ι 0. Ι 0. Ι 103 - 03 0 0 
0 
10 
9 








Α-- 12- .. 


ὃς) 


Χρησιμοποιήσαμε ότι το άθροισµα των απείρων όρων φθίνουσας 
Γεωμετρικής προόδου µε λόγο 1/10 και πρώτο όροτο 1/10 . δίνεται 
] | 
.. τ. 1Ο 1ο 1 
από τον τύπο το πὍ-Ξξ----- 
2 ιν ον 1 329 
10. 10 








Έτσι έχοµε ότι 


] 0 


μωσα, Ἡ. 


0 0 


Ορισμένες αποδείξεις ότι 0.99099....(Ξ1 και «το 
γιατύ του εκπλήσσοντος αποτελέσματος. 


Γιάννης ΠΠ. Πλατάρος 


Ρἰαίαγος(ὢ ϱπιαἰ].ΟΟΠΙ 


Περίληψη: Ἡ ισότητα 0.999...ΞΙ είναι αντικείµενο συζητήσεων στο 
διαδίκτυο, μεταξύ φοιτητών και όχι µόνον. Αυτή η ισότητα αμφισβητείται 
πεισματικά. Ακόμα και συγκεκριμένες μαθηματικές αποδείξεις, δεν πείθουν. 
Διαφαίνεται, ότι η δυσκολία στην διαισθητική κατανόηση του απείρου. 
δείχνει τα όρια τῆς πεπερασµένης φύσης του ανθρώπου ενώ παράλληλα, 
αναδεικνύεται η δύναμη και η πρακτική αξία των μαθηματικών αποδείξεων. 


Εισαγωγή: Το αποτέλεσµα ότι θ.9999....ΞΙ. [11.[2|.[3] όσες αποδείξεις και 
να παραθέσουµε, ὃεν γίνεται κατανοητό-πλήρως αποδεκτὀ απὀ την 
ανθρώπινη πεπερασμένη διάσταση που νομίζει ότι κατανοεί Και το άπειρο. 
όσο κι αν κατανοεί τα μαθηματικά εργαλεία της λογικής και της απόδειξης. 
Προτείνω να παρακολουθήσουμε τις αποδείξεις και στο τέλος θα 
επιχειρήσουµε διείσδυση. ενώ υποσχόμεθα πλήρη κατανόηση, αν και στις 
«διαισθητικές εξηγήσειο που είναι «κόντρα» στην «λογική» δείχνουν να 
ὀυστροπούν και πάρα πολλοί μαθηματικοί! 





1 
Απόδειξη 1: Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε, ότι . Ξ0Ο.1ΠΤΤ1Τ11ΤΙΤΙ... 


Οπότε σου Ξ9.0Ο1111ΤΤ 1... 0,00... 


Απόζοειέη 2 : Ὁμοίως γνωρίζουμε ὁτι στ ο22223 ο Οπότε 


.:-32.--55.0.3232555.....Ξ- 0 90009..... 


ο» | --- 


1/92 0.932323533... 2/320.666ό6ό6... Ἐπομµμένως 1Ι/9--2/2 .9990900...Ξ. 
] 


00090909... -- 285714285714... 
10 
. ον 20205090... -- ΤΙ4285ΤΙ4285... 
η μμ. 
ΞΞ99ΟΟΟΟΟΟ. «/.«99θοοοθοο.. 
1 ή 7 


Απόζὂειξη 5: Έστω ότιχ-θ.999999..... (1) τότε 
10χΞ9.99ΟΟΟΟΟΟΟ....... (2) 

Αν αφαιρέσω κατά µέλη στο σχήμα (2)-(1) θα έχω: 
10χ-χΞ9.99ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ. ....-0.9999999ΟΟΟ....... Ληλ. 


9-9. 00000000ΘΘ......... Ἠτοι Θ9χΞ9 και τελικά . 5. 


Πιο κομψά 10χ-9.999...Ξ90.9959..ΞΤΓΧ, όπερ χΞΙ. 
Απόδειξη 4: 0,.999909999999ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ........... Ξ- 
ο ο 9 9 9 9 
-. .. .. 


πο --, πο πως 
10 1ο 1.000 1ο 100.000. 1.οου.ο00 


ο ου - Ξ- (Άθροισμα απείρων ὁόρων 
10: 10”. ιο. ιο το ιο Ὁ 








φθίνουσας Ι εωµετρικής Προόδου µε λόγο -. 


10 
κ... 
α 10. 10 
--- Ξξ - πο -ΊΙ 
νὰ ο ο λὸ Το 
10. 10 
Απόῦειξη 5. 
| ο τ. 0 . ἱ -- 
0.999... -- Ππιθ, 99...9 --ΙΙπιὸ ---Ξ Ιπι Γ---ος |Ξ51-- πι ΞΙ--0Ξί 
το ος το 10 ν--»οο 10” ν-»οο 10” 


(Ίδια µε τήν 4, µε Λίγο αυστήρότερή ορολογία) 


Απόζειξη 6. 
0.9--0.9«59.09-9.09«509.09-(0-5.09«» 
9.09-99-09«9.09-0«5”09-1 


Και αυτή η ιδέα µια αναδιάταξη και ὁιαφοροποιηµένη παρουσίαση 
προηγούμενων αποδείξεων είναι. 


Απόζδειξη 7 


] 
ξ --- 0, ση) «» 
(βάση10) 


] 
ας 10 ρωσ Ο. ιράσηο 
(βάση10) 


αμ ος κκ πμ 
0 990009... ομιο) 5Ξ βάση 
0999009... ωμο ΞἹερίομιω ο όέ.δ. 


(Οιμονάδες εἴναιίσες σε όλεςτις βάσεις αρίθµηστς.) 


Απόδειξη ὃ: Η ακολουθία διαστημάτων 1, --[θ. 9... .Ι] ν ΕΝ είναι µια 


ν εννιάρια 


ακολουθία διαστημάτων για τα οποία ισχύει 


ο ο ο ο] ο «λω]ν 6 

διότι μεταξύ δύο ρητών πάντα υπάρχει 

αρ 
2 


(11) Ηπα|0. 0... --1ίΞ0 . διότιη διαφορά 


ν εννιάρια 





ενδιάµεσος (λ.χ. ο µέσος όροςτους 





ισούται µε 0, 0.....0 1«ε, για κάθε ε20. για κάθε νΣνο(ε). αρκεί κάθε φορά 
ν μηδενικά 

να επιλέγουμε ὡς νο(ε) το πλήθος των μηδενικών ψηφίων που υπάρχουν µετά 

την υποδιαστολή µέχριτο πρώτο µη μηδενικό, της δεκαδικής αναπαράσταση 

του ε, προσαυξηµένο κατά 1, οσοδήποτε μικρό και να είναιτο ε. 


Σύμφωνα µε την αρχή του κιβωτισμού η τοµή περιέχει μοναδικό αριθµό . 
Αυτός προφανώς είναιτο |. Αλλάκαιοθ,99ΟΘ.....(µη πεπερασμένα εννιάρια 


) περιέχεται σε κάθε σύνολο της ακολουθίας και για κάθε νε)ΝνΝ . Άρα 
1Ξ0.99999099999999... 





Απόῦειξη 9, Αν αΞξ] και β-0.99000... . τότε 
-- ος. οσους -Ὁ και όταν 
αρ α 

; ρ . 2 ρ 


Απόζειξη 10. (Βασισμένη στήν προηγούὐμενή ιδέα) 
Λήμμα: Αν ]ια-β/«εγιακάθεε»0, τότε αΞβ. 


Απόδειξη λήμματος Έστω ότι α-β . Τότε Ια-β[ί-ε-θο 


ἀς 


κ 
Τότελ.χ.για ε- ο έχουµε εἰ « . ,άτοπο. Άρα αξρ. 


Η απόδειξη συμπληρώνεται µε την διαπίστωση ότιη διαφορά 1-0.9999... 
γίνεται οσοδήποτε µικρή.(Βλέπε απὀοειζή δ.) 


Απόζὂειέη 1: Αν αποδείξουμε ότι (0.996...):(0.999...)ΞΙ . τότε 
προφανώς 0.999..ΞΙ Πράγματι, (0.996...) :«(0.999...)Ξ 


9 | ο ο ο | 9 9 ο ο | 9 9 ο ο ) 
πο πο ο ης ο ο σοι ο στ ρα πο ο προς πο ΑΙρλὸ 
10 «10: 1ο. ιο 10-10: 1ο ιο 1010 1ο” 10 

οἱ ϐ8δ ϐ8 1 δι 8 1 δἱ ϐ8Ι 

πο ο ο σα -ἲ- πο πο τς κά -ᾖ- τς ο ως -ᾖ- 
10”. ιο 10 10 10 1ο 10 ιο το 


δ 1 1 δ 1 1 δ 1 1 
πο πο πα ο πα ὃν πο ο πρ ποσα 
10 10. 10 10 10. 10 10 10. 10 


8, ὃν Ἱ. δι ος Ἱ δα Ἱ 
ον πι άστι πει 
107 9160”. ιο πιο” ιο πο 


που) 




















1 οὗ} (ιο) {οἳ 
τρ) .) [ᾧ] ο1 ὁέδ 
... 1ο 9 10 


10 


Απόζὂειέη 12: Ἔστω ότι 0.999...«1 . Τότε υπάρχει ε»0: 0.999...ΤεΞΙ. 

Θεωρούμε τον αριθµό εἴ « ε,ο οποίος προκύπτει κατασκευαστικά από τον ε, 

όπου λαμβάνουμε το πρώτο µη μηδενικό ψηφίο του εώς | και τα υπόλοιπα 

όλα 0. 

Τότε 

0,.999....-ε -0,999...-0.000...0001000....-- 1.000...000999....3- Ιάτοπο. 
πάς ών, ο 


νψηφια (νΕΙ)ψηφία 


Διότι προσθέσαµε στον 0,999... τον ε΄ « εκαι βρήκαμε αποτέλεσµα μείζον 
του 1 ενώ θα έπρεπε να βγει μικρότερο ή ίσο του Ι. 
Απόζειξη 13. Έχουμε : 
0,.999.....0.999....-Ξ(0.9--0.09 --0.009 --...)-Ε(0.9-0,06 --θ,00Θ --...)Ξ 
(0.9--0,9)-ς(0.09--0.09)-(0.009 --0,.009) -ε...Ξ 
1.9--0.18--0,.018--..Ξξ (0,58) -Ε(0,1:-0,068) --(0.01--0.0068) --...Ξ 


)(0,5--ο,--(0ο,05)-0,ο) (ο,005--0,.001) --...Ξ- 
1..0.9--0.09--0.009 --...Ξ- 10.999... 


Ἆρα µε διαγραφή του 0.999... και στα δύο µέλη αρχικού και τελικού μέλους 
ισότητας, λαμβάνουμε 10.999... 





Απόδειξη 14: Υ-0009..91-0940,0900...9 20911) ἐν 
οὑι ο-0δμ-ι 
ατοθνής πρ 


Απόζειξη 15: Σύμφωνα µετην µέθοδο της εξάντλησης του Αρχιμήδους που 
παρουσιάζεται στο βιρλίο 13 των Στοιχείων του Ευκλείδους, που είναι ένα 
κριτήριο σὐγκλησης, εάν απὀ ένα μέγεθος αφαιρέσουμε μέγεθος, όχι 
μικρότερο του ηµίσεός του. απὀ το εναποµένον, όχι μικρότερο του ηµίσεος 
του και κ.ο.κ. το τελικά εναποµένον, γίνεται οσοδήποτε μικρό. 


Ληλ. 1-0.90.1 --»0.1-0.09-0.01 -»0.01-0,009--0.001 κ.ο.κ. 


Για την οσοδήποτε µικρή διαφορά έχουµε (βλέπε και απόδειξη 10) έχουµε 
τελικά εξίσωση τῶν μεγεθών. Δηλ. 10.999... 


Παρατηρήσεις και προβλήµατα 
στην κατανόηση του 
αποτελέσματος: Είναι βέβαιο και 
απολύτως ὁιαπιστὠµένο  ὁτι η 
κατανόηση της ισότητας, ὃεν είναι 
καθόλου προφανής, οὖτε για 
φοιτητές μαθηματικών .ούτε και για 
αποφοίτους Μαθηματικών 
τμημάτων. Προκαλεί δυσπιστία, 
αντιρρήσεις, αντιπαραθέσεις µε έντονο 
θυµικό :«Λεν μοιάζει για σωστό». «Δεν µπορεί να είναι σωστό...» Δεκάδες 
κοινωνικά ὀίκτυα και φόρα παγκοσμίως ασχολούνται µε αυτή την 
«παράδοξη ισότητα» που προκαλεί κατάπληξη. Αναζήτηση στην (οοβ]ε µε 
λέξεις κλειοιά «0.999...» «1:0.999..». «εαια] Ι::0.999...» δίνει για µεν την 
πρώτη 9.390.000 αποτελέσματα για την δεύτερη 34.000 και για την τρίτη 
6.540 αν βάλουμε «ρτοοί 10.999...» πάνω απὀ 6.000 (αναζήτηση 9/9/2015) 
ὁιαβάζοντας σχόλια. λάθη. παρατηρήσεις, πάνω στο όλον θέµα, παρατηρητέα 
είναι τα παρακάτω: 





Μια ὑδεώρηση -κοίταγµμα από πλευράς 
«τελειωμένου απείρου» 


| . Πυρήνας της όλης προβλημµατικής είναι η αδυναμία κατανόησης του 
απείρου ὡς προς την µία θεώρησή του. Αρχαιόθεν υπάρχουν δύο θεωρήσεις. 
Το «δυνάμει» άπειρο και το «εν ενεργεία») άπειρο. Κατά το πρώτο έχουµε 
πεπερασμένη μεταβλητή ποσότητα η οποία, όταν μεταβάλλεται, είναι δυνατό 
να ξεπεράσει κάθε όριο, ενώ κατά το δεύτερο θεωρούμε ότι υπάρχει αυτή τη 
στιγµή κάτι που έχει ήδη ξεπεράσει κάθε όριο. Στην ακολουθία των φυσικών 
αριθμών 1. 2. 3. ..., Ν, ... 9 γενικός όρος ν είναι µια μεταβλητή ποσότητα 
πάντοτε πεπερασμένη, αλλά τέτοια ώστε να µπορεί να ξεπεράσει 
οποιονδήποτε δοσμένο και ορισμένο θετικό αριθµό. Το πλήθος των όρων του 
συνόλου των φυσικών αριθμών, το οποίο είναι ένα ενιαίο όλο, το Ν µπορεί 
να χρησιμεύει ὡς παράδειγµα του «εν ενεργεία» απείρου. Κατά τον 
Αριστοτέλη το άπειρο υπάρχει µόνο «δυνάμευ και όχι «ενεργεία». Το 
αποτέλεσµα 0.9099...ΞΙ δίΐίνε την εντύπωση (και Φφορμαλιστικά, 


σημειολογικά) ότι κάποια εννιάρια αυξάνονται απεριόριστα πλησιάζοντας 
το | απεριόριστα, χωρίς όµως ποτέ να γίνεται ίσο µε αυτό. Το ίδιο 


1 
επιστήιμιολογικό-ὀιδακτικό ειιπόὀιο έχουμε Λ.χ. µε τήν ακολουδία ----»0 
ν 





Απόδειξη στον πίνακα 


.. 1 
αφού το πρὠτο µέλος ποτέ δεν είναι μηδέν. Η µορφή Ππι--Ξ0. ὡς ισότητα, 
Υ-δοο }’ 


χειροτερεύει το «παράδοξο» ενώ το διδακτικό αντιπαράδειγµα άρσης τῆς 


-)' 





παρανόησης του τύπου -»6 (φθίνουσα ταλάντωση οσοδήποτε κοντά 


στο 0. εφ΄ όσον εξηγηθεί διεξοδικώς) αίρει μερικώς την παρανόηση και 


αν ν- 2κ-1 


ίσως αίρεται τελικώς µε την {ανι : ανξ η οποία όµως 


ν 
0 αν ν-Λ2κ 


αν ν- 2κ--2 


γ 
είναι µια µη συνήθης µορφή ακολουθίας. 

Ωστόσο, µια ισότητα αριθμών εἶναι πολύ πιο ευαίσθητη στην κριτική, 
παρ΄᾽ότι το 0.999...ΞΙ «ουσιαστικά, ὃεν αφίσταται ποιοτικώς απὀ το πιο 


0ο 


” ” Ιά 1 / ” ά 
σύνηθες και οικείο αποτέλεσμα 2 Ξ] . Σε κάθε περίπτωση, όταν η 


ΥΞι 
σκέψη εγκλωβίζεται µόνο στην θεώρηση του απείρου ὡς δυνάμει, δεν µπορεί 
να δειτοθ.,θ99... ως 1. αλλά µόνο «ὠς απεριόριστα κοντά στο 1» καιβεβαίως 
χωρίς να κατανοεί το νόηµα τῶν συνεπειών της φράσης εντός εισαγωγικών. 


Ορισµός. (Συγκλιση Σειράς) 
Εστω (4μ)  ακολούθία πραγματικών αριθμών. 
Ορίζουµε την ακολουθία των μερικών αθροισµάτων 
8η Ξ 61 “Ἑ 8. -- ... Ἱ ᾱῃ 
Αν υπάρχει «Ξ{ί ώστε 5η --- Ἱὀτελέεότο 5 κεἶνατοαθροισιια της σειράς 
ὅτι κ (ἡ αλλιώς λέμεοτιη Σκ:-ι «κ συγκλίνει στον 5 }καιγράφουµε ὃ κι κ π 5. 


Ορισµός: 


0 0 0 0 ... Ὁ 
οσο Ἔποσα Ἑ πκο Ῥι ο πο 8 τη 
1ο 10 109 υ -- [04 


0999...9 -- 
τοι, 


Ορισµός: 


9. 9 9 0 ο. ϱ 
1- ... Ξ ». ο αναυτό υπάρχει. 
Κ--]1 


0.000... -- ---- -- ------ -ἵ- ------ «ἰ- ... «ἰ- ---- 
10 υ 103 στ 1603 μα. 101 


104 


Απόὂῥειξη: 


ε. Ὁ ο ο. κι ο 1 -π 


οσο ὃ  ὸ ----------- ὃν [.--λ  -----ᾱ-- 
ποπ } 104 ηλ} Ι0 Ι0 1 ας 


η κ. κΞ! 


και έχουµε 
ο1---- 9. 1 


η η Ξ τς 
π--οο 16) Ἱ] -- η 10 1 -- τα 


δηλαδή -, --. Αφού 1 5, --ὴὉ ᾱ. μµεβάσητονορισμόη ἵὸὃὸοιι τος συγκλίνει στον | 


και 0.909... Ξ ΣΣ τητ 


9 
103 





Μια αυστηρή απόδειξη! 


2) Η γραφή Ι:50.9096.... αφορά διπλή αναπαράσταση ενός και του ιδίου 
αριθμού στο {ίδιο σύστηµα αρίθµησης πράγµα που θεωρείται ότι «δεν είναι 
ὀυνατόν να ισχύει». Βεβαίως µια ελάχιστη κλάση των ρητών µπορεί να 
αναπαρασταθεί µε πεπερασμένη µορφή (µόνο οι λεγόμενοι και «ως 
«δεκαδικοῦ, που ὀδεκαδικοί, εἶναι της µορφής Α/Ι(255) αναγώγου 
κλάσματοςµεν. εἰ} ) ενώ «σχεδόν όλου οι ρητοίπαριστάνονται µε άπειρη 
περιοδική µορφή. Αλλά και οι περατούμενοι ὃεν ξεφεύγουν απὀ την 
απειροµορφή. αφού λ.χ. 1.2Ξ1.1999... Φυσικά για τους αρρήτους, οὔτε 
λόγος! 


3) Και στις παραπάνω αποδείξεις που παραθέτουμε. υπάρχουν σοβαρές 
επιστημονικές αντιρρήσεις καθώς πράξεις µε απειροπαραστάσεις γενικώς 
στα Μαθηματικά, δεν επιτρέπονται. Ο λόγος είναι, ότι για να χειριστείς 
αλγεβρικά µια απειρο-παράσταση (εδώ σειρές) αυτή θα πρέπει να εκφράζει 
κάποιον συγκεκριµένο αριθµό, όπως λέμε να συγκλίνει. Ἱστορικά είναι 


οο 
γνωστή η «Φειρά του «ταπά)) λ (-)’ . 14] . ὁὀπου µόνο µε χρίση 
νΞι 

επιµεριστικής ιδιότητας της πρόσθεσης δίνει διαδοχικώς ως «αποτέλεσμα» 
0, | ή και 2 Φυσικά, δεν έχει νόηµα αριθμού ὡς αποκλίνουσα σειρά. 
Οπωσδήποτε όμως, κάποιοι που έχουν ακούσει κάποια ανώτερα 
Μαθηματικά, γνωρίζουν ότι η απειροπαράσταση 0.990... θέλει 
προσεκτικότερο χειρισμό, καθώς εκ πρὠτης όψεως δεν μοιάζει για αριθµός, 
υπάρχουν ενστάσεις κατά πόσον μπορούμε να κάνουμε απειροπροσθέσεις, 
απειροδιαιρέσεις . όταν όλα, τα έχουµε συνηθίσει να τα εκτελούµμε στο 
πλαίσιο του πεπερασµένου. 


Συμπεράσματα: Το όλον θέμα, αναδεικνύει ότι οι άνθρωποι έχουν 
µεγαλύτερη εμπιστοσύνη στην διαίσθησή τους, παρά στην μαθηματική 
απόδειξη. Αυτό ισχύει και για μυημένους λιγότερο ή περισσότερο στα 
Μαθηματικά. Φαίνεται ακόµη όὀτιτα νοητικά μοντέλα που έχουν οι άνθρωποι 
για τις μαθηματικές έννοιες και αντικείµενα είναι ενίοτε δομικά ατελή και 
υπάρχει ανάγκη βελτίωσής τους απὀ την διδακτική των Μαθηματικών, 
εφ΄ όσον είναι τελικά εφικτό αυτό, δεδομένου ότι κάποια που εὑράζονται 
στην κατανόηση άπειρων και απειροστών είναι εξαιρετικά δυσνόητα όχι στο 
μαθηματικό τους µέρος, αλλά στο διαισθητικό. Σε κάθε όµως περίπτωση, οἱ 
εκτεταμένες έντονες συζητήσεις για Μαθηματικά θέµατα είναι κάτι που είναι 
µόνο χρήσιμο για τα ίδια τα Μαθηματικά και για τους χρήστες τους, ενώ 
τελικά το σωστό νικά το λάθος, όσο κι αν το τελευταίο επιμένει! 


ΦΙΙΠΊΠΙΑΕΥ : Τπε 0,906.Ξ1 «αυ1να]εηπος 15 απ 195116 οἱ 5ίμάεπί Ιπίοτηεί 
ἀΙδοιςσίοπς απά [ατ Ὀεγοπά. ΤΠε ππεπΠοπεά ρατγ (εα1να]εηςς) 15 
είμὈροτπΙγ ἀοιρίεά. Ενεπ 6ρεοΙΊς πιαίπεπιαίίσα] ρτοοίς αΓε ποί ρεΓςδα»51νε. Ιί 
«66ΠΙς {παί {πο ἁ1ΓΠοιίγ 1Π {Πε ΙΠίιΠάνα οΟΠΠρΓεΠεΠΡΙΟΠ Οἱ {πα ἹπΠη1ίς, 
Ιπά]σαίες {Πο Ἠπηιίς οἱ είπε ΠπΙίε παίωτο οἱ Παπ]αΠ Ὀείησς ν/Πι]α αἱ ἴ1πο 5απΠα 
Ππιο {6 ΡΟΥΥΕΙ ας Υε]] ας {πε ρταςΊσα| να]ας οἱ ππαίπειπαΏσαἱ ρτοοίς ατα 
ΠισῃΗσ]ίαά 


Βιβλιογραφία: 


[1] λ1κΙρεάΙα Λήμμα «0.999...» Διάθεση: 
Πίρς://ΕεΙ.ννικ1ιρεά1α.ο{σ/νηικ1/0.900... 


[2] Ἠοφοπιοοπ]γ Αἰοεχαπάεί Άρθρο |: «.999...ΞΙ/» διατίθεται: 
Πίίρ:/ Ανν ν.οειί-ίπαο-Κποί.οΓςσ/απΠίΠιπείις/99990Ο0 «Πίπ] 


[| Καμά Α7αά . Άρθρο µε συζήτηση: «Α ΕπιεπάΙγ Οπαί Αὐοιί λΠείποτ 
0.990. Ξ Ι»δΔιάθρεση: ἡµΠίίρ:/οείίετεχρ]αίιπεά.εοπι/αΤΠς]ε5/α-Πιεπά]γ-ο]αί- 
αὈοιί- ΨΠείπετ-0-Θ00-Ι 


[4] Ἰλ1κ1ρεάΙα. Λήμμα: «(ταπά!{ 5 501165) Διατίθεται 
Πίρς:/επ.ννικιρεά{α.οιϱ/ν1κι/ταπά!ς δοτίος 
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